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Vrai-Faux

1. Complètement faux, il faut un signe + à la pla
e du moins, ou alors avoir l'inégalité dans

l'autre sens.

2. Vrai (on peut rajouter un modulo 2π si on le souhaite, mais tant qu'on ne parle pas d'argu-

ments prin
ipaux, 
'est fa
ultatif).

3. Faux, il y a une seule ex
eption, le nombre 0 qui n'admet que lui-même 
omme ra
ine 
arrée.

4. Vrai.

5. Faux, il faut avoir a ∈ U sinon il s'agit simplement d'une similitude (dire
te) et non d'une

isométrie.

Exer
i
e 1 (*)

• Dire
tement en développant, (1 + 2i)3 = 1 + 6i − 12 − 8i = −2i − 11. On ne risque pas

de mettre 
e nombre sous une forme exponentielle simple. Si on tient vraiment à essayer de

le faire, autant mettre simplement 1 + 2i sous forme exponentielle : |1 + 2i| =
√
5, don


1 + 2i =
√
5

(

1√
5
+

2√
5
i

)

=
√
5e

i arccos( 1√
5
)
. On en déduit que (1 + 2i)3 = 5

√
5e

3i arccos( 1√
5
)
.

• En mutipliant par le 
onjugué,

4

1− i
=

4 + 4i

2
= 2 + 2i = 2

√
2ei

π

4
.

• (2 + i)2(1− i)

4 + i
=

(3 + 4i)(1 − i)(4− i)

17
=

(3 + 4i)(3 − 5i)

17
=

29− 3i

17
. La en
ore, pas de

forme exponentielle évidente. Si on tient à en donner une, mieux vaut utiliser un arcsin qu'un

arccos puisque l'argument sera 
ompris entre −π

2
et 0 (partie imaginaire négative, mais partie

réelle positive).

• En additionnant 10π à l'argument, 
'est-à-dire

40π

4
, e−i 37π

4 = ei
3π
4 =

√
2

2
−

√
2

2
i.

•
√
3ei

π

6 =
√
3

(√
3

2
+

1

2
i

)

=
3

2
+

√
3

2
i.

• I
i, on a intérêt à mettre sous forme exponentielle : |1 − i
√
3| =

√
4 = 2, don
 z4 =

(

2

(

1

2
− i

√
3

2

))11

= (2e−iπ
3 )11 = 211e−

11π
3 = 2048

(

1

2
+ i

√
3

2

)

= 1024 + 1024
√
3i.

• Le boulot a déjà été mâ
hé : (2ei
π

3 )5 = 25ei
5π
3 = 16− 16

√
3i.

• Commençons par simpli�er 
e qui se trouve à l'intérieur de la parenthèse :

2 +
√
3 + (2

√
3− 1)i

2− i
=

(2 +
√
3 + (2

√
3− 1)i)(2 + i)

4 + 1
=

4 + 2
√
3− 2

√
3 + 1 + (4

√
3− 2 + 2 +

√
3)i

5
= 1 +

√
3 =

2ei
π

3
, don
 élevé à la puissan
e 17 on obtient 217ei

17π
3 = 217e−iπ

3 = 216 − 216
√
3i = 65 536 −

65 536
√
3i.
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• Pas vraiment de sou
i ave
 une exponentielle quel
onque : e(1+i) ln(3) = eln(3)ei ln(3) = 3ei ln(3) =
3cos(ln(3)) + 3i sin(ln(3)).

Exer
i
e 2 (**)

1. On a |z| =
∣

∣

∣

∣

1

z

∣

∣

∣

∣

⇒ |z|2 = 1 ⇒ z ∈ U. De plus, si |z| = |z − 1|, on obtient en élevant le tout

au 
arré zz = (z − 1)(z − 1) = zz − z − z + 1, 
e qui donne après simpli�
ation z + z = 1,

soit Re (z) =
1

2
. Les deux seuls points du 
er
le trigonométrique ayant pour abs
isse

1

2
sont

z1 = ei
π

3
et z2 = e−iπ

3
, qui sont don
 les deux solutions du problèmes posé.

Une autre façon de résoudre la deuxième équation est l'interprétation géométrique : |z| = |1−z|
signi�e que la distan
e entre le point M d'a�xe z et l'origine O du repère est la même que la

distan
e entre M et le point A d'a�xe 1. Autrement dit, le point M se trouve sur la médiatri
e

du segment [OA], qui est bien la droite d'équation Re (z) =
1

2
. Un s
héma ave
 uniquement

la solution z = ei
π

3
:

0 1−1

0

1

−1

z

1/z

1−z

2. On peut traduire l'hypothèse par le fait que

z4 − z2

z2 − z
∈ R (si z = 0 ou z = 1, valeurs

pour lesquelles le quotient n'est pas dé�ni, les points seront de toute façon alignés puisque


onfondus). On a don


z2(z + 1)(z − 1)

z(z − 1)
= z(z + 1) ∈ R. Posons z = a + ib, on a alors

z(z + 1) = a2 + a− b2 + i(2ba+ b). On obtient don
 la 
ondition b(2a+ 1) = 0, soit b = 0 ou

a = −1

2
. L'ensemble re
her
hé est don
 la réunion de la droite réelle et de la droite d'équation

x = −1

2
(ou en terme de 
omplexes l'ensemble des 
omplexes réels ou de partie réelle égale

à −1

2
). Il est i
i di�
ile de faire une résolution purement géométrique de 
e problème. Une

solution surlignée sur la �gure 
i-dessous, 
orrespondant à z = −1

2
+ i.
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0 1 2−1−2

0

1

2

−1

−2

z

z^2

z^4

3. On peut s'en sortir uniquement par le 
al
ul : si |z| = |z − 4|, en élevant au 
arré, on obtient

zz = (z−4)(z−4) = zz−4(z+ z)+16, don
 16 = 4(z+ z) = 8Re z, et Re z = 2. Ensuite, en

supposant z 6= 0, arg z = arg(z + 1+ i) ⇔ arg
z + 1 + i

z
= 0, don


z + 1 + i

z
= λ, où λ ∈ R+,

soit z+1+ i = λz ⇔ z =
1 + i

λ− 1
. Le seul multiple réel de 1+ i ayant pour partie réelle 2 étant

2(1 + i) = 2 + 2i (qui 
orrespond à λ =
3

2
), la seule valeur de z 
onvenable est don
 2 + 2i.

Il est également possible de raisonner géométriquement. Notons M l'image de z dans le

plan 
omplexe, et A 
elle de 4, alors la 
ondition |z| = |z − 4| peut s'é
rire sous la forme

|zM − zO| = |zM − zA| ⇔ AM = OM . Le point M doit don
 appartenir à la médiatri
e du

segment [OM ], 
'est-à-dire la droite d'équation x = 2 dans le plan. De plus deux nombres


omplexes ont même argument si leurs images sont situées sur une même demi-droite d'origine

0. I
i, l'image de z+1+ i étant l'image de M par la translation de ve
teur d'a�xe 1+ i, il ne

peut être aligné ave
 O et M que si le ve
teur d'a�xe 1 + i est 
olinéaire ave

−−→
OM , don
 M

se situe sur la droite passant par le point d'a�xe 1+ i. Cette droite interse
te 
elle d'équation
x = 2 en un seul point, d'a�xe 2 + 2i, qui est don
 l'unique solution du problème posé.

0 1 2 3 4 5−1−2

0

1

2

3

−1

A

z

4. Les trois points forment un triangle équilatéral si et seulement si

z − i

iz − i
= ei

π

3
ou

z − i

iz − i
=

e−iπ
3
. Dans le premier 
as, on obtient z− i = izei

π

3 − iei
π

3
, soit z = i

1− ei
π

3

1− iei
π

3

= ei
π

2
1− ei

π

3

1− ei
5π
6

=

ei
π

2
ei

π

6 × (−2i sin π
6 )

ei
5π
12 × (−2i sin 5π

12 )
=

ei
π

4

2 sin 5π
12

et dans le deuxième z − i = ize−iπ
3 − ie−iπ

3
, soit z =

3



i
1− e−iπ

3

1− ie−iπ
3

= ei
π

2
1− e−iπ

3

1− ei
π

6

= ei
π

2
e−iπ

6 × 2i sin π
6

ei
π

12 × (−2i sin π
12 )

= − ei
π

4

2 sin π
12

. Un petit dessin pour voir où

tout ça se situe :

0 1−1

0

1

−1

z1iz1

iz2z2

On peut en fait résoudre 
e problème très géométriquement, je vous ai mis la �gure d'abord

pour que vous puissiez mieux suivre. Quel que soit le nombre 
omplexe z, le triangle formé

par les images de 0, z et iz est iso
èle re
tangle en 0 (en e�et, iz a même module que

z, et un argument augmenté de

π

2
). Il s'agit don
 de 
oller ensemble un triangle iso
èle

re
tangle et un équilatéral ayant un 
�té 
ommun ave
 l'hypothénuse du re
tangle iso
èle.

Dans 
ette 
onstru
tion, la médiatri
e du segment reliant z et iz est don
 
ommune ave


la droite remarquable issue de i dans le triangle équilatéral. Comme 
ette médiatri
e passe

par 0, elle doit don
 être 
onfondue ave
 l'axe imaginaire. Cela implique que z se situe sur

une des deux bisse
tri
es des deux Axes (en bleu sur le dessin). De plus, l'angle formé par

la droite reliant i et z devra être égal à ±π

6
(l'axe imaginaire étant bisse
tri
e d'un angle de

π

3
dans le triangle équilatéral). Les deux droites 
orrespondantes sont en vert sur la �gure, il

ne reste plus qu'à prendre les points d'interse
tion des droites bleues et vertes pour obtenir

les points 
orrespondant à z et iz. On peut ensuite faire des 
al
uls trigonométriques savants

pour retrouver les a�xes exa
tes de 
es points.

Exer
i
e 3 (* à ***)

1. Cette équation à 
oe�
ients réels se résout 
omme vous aviez l'habitude de le faire en Termi-

nale : ∆ = 4− 20 = −16 = (4i)2, don
 l'équation admet deux solutions 
omplexes 
onjuguées

z1 =
2− 4i

2
= 1− 2i, et z2 = 1 + 2i.

2. On applique la méthode générale vue en 
ours : ∆ = (2−3i)2−4i(5i−5) = 4−9−12i+20+
20i = 15+8i. On 
her
he à déterminer les ra
ines 
arrées du dis
riminant, posons δ = a+ ib,
la 
ondition δ2 = ∆ donne en isolant partie réelle et imaginaire les équations a2 − b2 = 15
et 2ab = 8. On ajoute la 
ondition sur le module : |δ|2 = a2 + b2 = |∆| =

√
152 + 82 =
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√
225 + 64 =

√
289 = 17. En 
ombinant la première et la troisième équation, on a don


2a2 = 15 + 17 = 32, don
 a = ±4, et 2b2 = 17 − 15 = 2, soit b = ±1. Comme a et b sont de
même signe à 
ause de l'équation 2ab = 8, on peut 
hoisir δ = 4+ i ou δ = −4− i. On obtient

alors pour l'équation initiale les deux solutions z1 =
−2 + 3i+ 4 + i

2i
=

2 + 4i

2i
= 2 − i, et

z2 =
−2 + 3i− 4− i

2i
=

−6 + 2i

2i
= 1 + 3i.

3. Cette fois-
i, le dis
riminant vaut ∆ = i2 − 8(1 − i) = 8i − 9. En re
her
hant un δ = a + ib
véri�ant δ2 = ∆, on obtient les équations a2 − b2 = −9 et 2ab = 8. De plus, la 
ondition

sur le module revient à dire que a2 + b2 = |∆| =
√
81 + 64 =

√
145 (non, ça ne se simpli�e

pas). Tout 
ela nous donne 2a2 =
√
145 − 9 et 2b2 =

√
145 + 9. Comme a et b doivent par

ailleurs être de même signe, on peut 
hoisir δ =

√√
145 − 9

2
+ i

√√
145 + 9

2
. Les solutions de

l'équation initiale sont don
 z1 =
−i+ δ

4
et z2 =

−i− δ

4
, tenter de les é
rire entièrement n'a

au
un intérêt, on ne simpli�era rien de toute façon.

4. En multipliant par z2, on obtient z4 = −|z|4. Un nombre 
omplexe est égal à l'opposé de son

module si et seulement si il est réel négatif, don
 z4 ∈ R−
, ou en
ore arg(z4) ≡ π[2π], d'où

arg(z) ≡ π

4

[π

2

]

. L'ensemble des solutions est la réunion des deux bisse
tri
es des axes dans

le plan 
omplexe.

On peut également résoudre plus brutalement en posant z = a+ib, on obtient alors (a+ib)2 =
−(a− ib)2, soit a2 − b2 + 2iab = −(a2 − b2 − 2iab), soit 2(a2 − b2) = 0. On retrouve les deux

possibilités a = b et a = −b qui 
orrespondent aux deux bisse
tri
es.

Dernière méthode revenant au même 
al
ul que la première : on 
onstate que 0 est solution

évidente au problème, et on é
rit z sous forme exponentielle. On trouve r2e2iθ = −r2e−2iθ =
r2e−2iθ+π

. L'égalité des modules est toujours véri�ée, 
elle des arguments donne la 
ondition

2θ ≡ −2θ + π[2π], soit 4θ ≡ π[2π], don
 θ ≡ π

4

[π

2

]

. On retrouve en
ore une fois les deux

bisse
tri
es des axes.

5. Deux méthodes : on pose Z = z2 puis on résout l'équation de degré 2, dont le dis
ri-

minant vaut ∆ = 4cos2(θ) − 4 = −4 sin2(θ) = (2i sin(θ))2, et on obtient les solutions

Z1 =
2cos(θ) + 2i sin(θ)

2
= eiθ, et Z2 = e−iθ

. On peut aussi remarquee que l'équation s'é
rit

z4 − (eiθ + e−iθ)z2 + eiθe−iθ = 0, équation de type � somme-produit �, et on en déduit que

Z1 = eiθ ou Z2 = e−iθ
. Dans les deux 
as, les valeurs possibles pour z sont les ra
ines 
arrées

de eiθ et de e−iθ
, 
'est-à-dire que S = {ei θ2 ,−ei

θ

2 , e−i θ
2 ,−e−i θ

2 }. Notons tout de même des 
as

parti
ulier où il n'y a en fait pas quatre solutions dis
tin
tes. Si θ ≡ 0[2π], on n'a que les deux

solutions 1 et −1, 
e qui est logique puisque dans 
e 
as l'équation peut se fa
toriser sous la

forme (z2 − 1)2 = 0. Autre 
as parti
ulier, θ ≡ π[2π], ou on a pour seules solutions i et −i,
puisque dans 
e 
as on a la fa
torisation (z2 + 1)2 = 0.

6. On peut ruser en remarquant que −5|z2| + 2 est un réel, don
 z2 soit être réel. Celà ne

se produit que si z ∈ R ou z ∈ iR. Dans le premier 
as, il faut don
 résoudre dans R

l'équation 3x2 − 5x2 + 2 = 0, soit x2 = 1, don
 x = ±1. Dans le deuxième 
as, z = ib, ave


−3b2 − 5b2 + 2 = 0, soit b2 =
1

4
, don
 z = ± i

2
. Finalement, S = {1,−1, i

2 ,− i
2}.

En
ore une fois, on s'en sort très bien de façon purement algébrique, en posant z = a + ib :

3(a2 − b2 + 2iab) − 5(a2 + b2) + 2 = 0 devient −2a2 − 8b2 + 2 + 6iab = 0. L'annulation de la

partie imaginaire donne immédiatement ab = 0, 
'est-à-dire a = 0 ou b = 0. On retrouve les

deux 
as étudiés 
i-dessus, et bien sûr les deux mêmes équations et les mêmes solutions.

7. Il s'agit de 
al
uler les ra
ines quatrièmes d'un nombre 
omplexe, 
e pour quoi on sait qu'on

peut pro
éder de manière algébrique ou trigonométrique. Même si je vous ai plut�t 
onseillé

en 
ours de faire de façon trigonométrique en général, on obtient i
i des valeurs exa
tes par la


al
ul algébrique (et rien de bon par la méthode trigonométrique, faute de 
onnaitre un angle

5



remarquable ayant pour 
osinus − 7

25
). Commençons par 
al
uler les ra
ines 
arrées de 24i−7 :

soit Z = a+ib véri�ant Z2 = 24i−7, on aura les deux équations a2−b2 = −7 et 2ab = 24, plus
la 
ondition sur le module |Z2| = a2+ b2 = |24i− 7| =

√
242 + 72 =

√
576 + 49 =

√
625 = 25.

On en déduit que 2a2 = 25− 7 = 18 et 2b2 = 25+7 = 32, don
 a = ±3 et b = ±4. Comme de

plus a et b sont de même signe, on trouve les deux ra
ines Z1 = 3+4i et Z2 = −3−4i. Restent
à 
al
uler les ra
ines 
arrées de 
es deux 
omplexes, par la même méthode. Elle ont 
ha
une

pour module 5, dont en posant z = a+ ib, on obtient dans le premier 
as 2a2 = 5 + 3 = 8 et

2b2 = 5 − 3 = 2, et dans le deuxième 
as 2a2 = 2 et 2b2 = 8. Comme a et b sont de même

signe dans le premier 
as et de signe 
ontraire dans le deuxième, on obtient quatre ra
ines :

S = {2 + i,−2− i, 1− 2i,−1 + 2i}.
8. En multipliant les deux membres de l'équation par z (remarquons au passage que 0 est une

solution qu'il faudra penser à rajouter si elle n'apparait pas dans nos 
al
uls), on obtient

|z|2 = zn+1
. En parti
ulier, zn+1

est un nombre réel positif, 
e qui implique arg zn+1 ≡ 0[2π],

don
 arg z ≡ 0

[

2π

n+ 1

]

. De plus, en prenant le module de 
ette même équation, on a |z|2 =

|z|n+1
, 
e qui ne peut se produire que si z = 1, sauf dans le 
as où n = 1, où l'égalité de

modules est toujours véri�ée. Dans 
e dernier 
as, l'équation se réduit en fait à z = z, dont
les solutions sont tous les réels. Si n > 1, la 
ombinaisons des deux informations obtenues

nous montre que les solutions sont les ra
ines n+1-èmes de l'unité, auxquelles on ajoute 0. Je
souhaite pour 
on
lure bon 
ourage à 
eux qui tenteront de se lan
er dans un 
al
ul bourrin

en posant z = a+ ib.

9. Cher
hons don
 la ra
ine réelle en posant z = x ∈ R. On doit avoir 4ix3+2x2+6ix2−5x−4ix+
3−21i = 0. En parti
ulier, la partie réelle du membre de gau
he étant nulle, on a 2x2−5x+3 =

0, équation qui a pour solution évidente 1, et pour deuxième solution

3

2
(en e�et, le produit des

deux solutions vaut

3

2
). Si x = 1, la partie imaginaire du membre de gau
he de l'équation vaut

−15, don
 1 n'est pas solution. Par 
ontre, si x =
3

2
, elle vaut 4× 27

8
+6× 9

4
−4× 3

2
−21 = 0,

don
 il s'agit bien d'une ra
ine de l'équation. On peut don
 fa
toriser 
ette équation sous la

forme

(

z − 3

2

)

(az2 + bz + c) = az3 +

(

b− 3

2
a

)

z2 +

(

c− 3

2
b

)

z − 3

2
c (les 
oe�
ients a, b

et c étant i
i des nombres 
omplexes ; on peut tout à fait e�e
tuer une division eu
lidienne

dans 
e 
as également). Par identi�
ation des 
oe�
ients, on obtient a = 4i, b− 3

2
a = 2+6i,

soit b = 2+ 12i, et c− 3

2
b = −5− 4i, soit c = −2+ 14i (et on véri�e que la dernière équation

−3

2
c = 3 − 21i est bien véri�ée 
ar une erreur de 
al
ul est vite faite ave
 les nombres


omplexes). On s'est don
 ramenés à l'équation

(

z − 3

2

)

(

4iz2 + (2 + 12i)z − 2 + 14i
)

= 0.

Reste à trouver les ra
ines de la parenthèse, on peut tout diviser par 2 pour obtenir un

dis
riminant ∆ = (1 + 6i)2 − 8i(−1 + 7i) = 1− 36 + 12i+ 8i+ 56 = 21 + 20i. Pour 
al
uler
une ra
ine 
arrée de ∆, on pose δ = a + ib, si δ2 = ∆ implique a2 − b2 = 21, 2ab = 20, et
via la 
al
ul du module a2 + b2 = |∆| =

√
212 + 202 =

√
441 + 400 =

√
841 = 29. On en

déduit 2a2 = 50 et 2b2 = 8, soit a2 = 25 et b2 = 4. Comme a et b sont de même signe, on

peut 
hoisir δ = 5 + 2i ou δ = −5− 2i. En�n, les deux dernières solutions de notre équation

sont z1 =
−1− 6i− 5− 2i

4i
= −2 +

3

2
i et z2 =

−1− 6i+ 5 + 2i

4i
= −1 − i. En 
on
lusion,

S =

{

3

2
;−1− i;−2 +

3

2
i

}

.

10. Pour 
ette dernière je ne résiste pas à tri
her un peu en remarquant que (z + 1)(z4 − z3 +
z2 − z + 1) = z5 − z4 + z3 − z2 + z + z4 − z3 + z2 − z + 1 = z5 + 1, don
 les solutions de

l'équation véri�ent z5 = −1, soit (−z)5 = 1, et sont don
 les opposés des ra
ines 
inquièmes
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de l'unité, auxquels il faut enlever −1 qui n'était pas solution de l'équation initiale (on l'a

rajoutée en multipliant par z + 1, qui s'annule lorsque z = −1). On a don
 pour solutions

−ei
2π
5 = ei(

2π
5
+π) = ei

7π
5
; −ei

4π
5 = ei

9π
5
; −ei

6π
5 = ei

π

5
et en�n −ei

8π
5 = ei

3π
5
.

Une méthode moins astu
ieuse est disponible mais tout de même assez brutale, et vous aurez

du mal à y penser tous seuls. Commençons par 
onstater que 0 n'est pas solution de l'équation,

et divisons-là par z2, 
e qui donne z2 − z + 1 − 1

z
+

1

z2
= 0. On peut alors avoir l'idée de

faire le 
hangement de variable Z = z +
1

z
. On aurait alors Z2 =

(

z +
1

z

)2

= z2 +
1

z2
+ 2.

On remarque alors que notre équation s'é
rit Z2 − 1 − Z = 0, équation du se
ond degré

dont le dis
riminant vaut ∆ = 1 + 4 = 5, et qui admet don
 deux ra
ines Z1 =
1 +

√
5

2
et

Z2 =
1−

√
5

2
. Il reste à retrouver les valeurs de z 
orrespondantes, 
e qui né
essite en
ore du


al
ul. Par exemple, si Z = Z1, on doit résoudre l'équation z+
1

z
=

1 +
√
5

2
, soit en multipliant

par z, z2 − 1 +
√
5

2
z + 1 = 0. Cette nouvelle équation du se
ond degré a pour dis
riminant

∆ =

(

1 +
√
5

2

)2

− 4 =
6 + 2

√
5

4
− 4 =

√
5− 5

2
< 0. il y a don
 deux ra
ines 
omplexes


onjuguées z1 =

1+
√
5

2 + i

√

5−
√
5

2

2
=

1 +
√
5

4
+ i

√

5−
√
5

8
, et z2 =

1 +
√
5

4
− i

√

5−
√
5

8
. De

même, l'équation z +
1

z
= Z2 a pour dis
riminant ∆ =

(

1−
√
5

2

)

− 4 =
−5−

√
5

2
< 0, 
e

qui amène aux deux autres solutions z3 =
1−

√
5

4
+ i

√

5 +
√
5

8
et z4 =

1−
√
5

4
− i

√

5 +
√
5

8
.

En 
omparant ave
 les solutions obtenues par la méthode astu
ieuse plus haut, on peut en

déduire les valeurs exa
tes des 
osinus et sinus des multiples impairs de

π

5
. Il n'est pas très


ompliqué de se 
onvain
re que z1 = ei
π

5
, z2 = ei

9π
5
, z3 = ei

3π
5
et z4 = ei

7π
5
.

Exer
i
e 4 (**)

1. On peut en e�et tout développer peu subtilement : z5 + 5z4 + 10z3 + 10z2 + 5z + 1 =
z5 − 5z4 + 10z3 − 102 + 5z − 1. Mira
le, ça se simpli�e avantageusement pour donner (une

fois tout divisé par 2) 5z4 + 10z2 + 1 = 0. On pose Z = z2, et on a 5Z2 + 10Z + 1 = 0.
Le dis
riminant de 
ette équation vaut ∆ = 100 − 20 = 80, don
 les solutions en sont

Z1 =
−10 +

√
80

10
= −1+

2
√
5

5
et Z2 = −1− 2

√
5

5
. Il ne reste qu'à prendre les ra
ines 
arrées

de 
es deux nombres, qui sont des réels négatifs, pour obtenir les solutions de l'équation

initiale : S =

{

i

√

1− 2
√
5

5
;−i

√

1− 2
√
5

5
; i

√

1 +
2
√
5

5
;−i

√

1 +
2
√
5

5

}

.

2. La méthode la plus simple est 
ertainement de 
onstater que 1 n'est pas ra
ine, on peut

don
 faire le quotient et obtenir

(

z + 1

z − 1

)5

= 1, don

z + 1

z − 1
est une ra
ine 
inquième de

l'unité. On détermine ensuite fa
ilement les valeurs de z 
orrespondantes : si

z + 1

z − 1
= a, on

a z + 1 = az − a, don
 z(a − 1) = a + 1, soit z =
a+ 1

a− 1
. On remarque que 1 ne donne pas

de solution, il n'y a don
 que quatre valeurs possibles pour z (
'est normal, l'équation initiale

7



est en fait de degré 4) : S =

{

ei
2π
5 + 1

ei
2π
5 − 1

;
ei

4π
5 + 1

ei
4π
5 − 1

;
ei

6π
5 + 1

ei
6π
5 − 1

;
ei

8π
5 + 1

ei
8π
5 − 1

}

.

3. Les solutions obtenues par les deux méthodes sont évidemment identiques, pourtant on ne

les a pas sous la même forme, et il n'est même pas immédiat de savoir quelle ra
ine du

premier ensemble 
orrespond à quelle ra
ine du deuxième. Pour 
ela, simpli�ons les ex-

pressions obtenues par la deuxième méthode en fa
torisant par l'angle moitié :

ei
2π
5 + 1

ei
2π
5 − 1

=

ei
π

5 (ei
π

5 + e−iπ
5 )

ei
π

5 (ei
π

5 − e−iπ
5 )

=
2 cos(π5 )

2i sin(π5 )
= − i

tan(π5 )
. On obtient de même pour les trois autres solutions

− i

tan(2π5 )
, − i

tan(3π5 )
et − i

tan(4π5 )
. Sa
hant que la tangente est 
roissante sur 
ha
un de ses

intervalles de dé�nition, et que les valeurs de tan

(

3π

5

)

et tan

(

4π

5

)

sont négatives, on peut

e�e
tuer l'identi�
ation suivante :

1

tan(π5 )
=

√

1 +
2
√
5

5
;

1

tan(2π5 )
=

√

1− 2
√
5

5
;

1

tan(3π5 )
=

−
√

1− 2
√
5

5
, et en�n

1

tan(4π5 )
= −

√

1 +
2
√
5

5
. En parti
ulier, on aura tan2

(

2π

5

)

=
5

5− 2
√
5
,

don


1

cos2(2π5 )
= 1+tan2

(

2π

5

)

=
10− 2

√
5

5− 2
√
5
, et cos

(

2π

5

)

=

√

5− 2
√
5

10− 2
√
5
=

√

(5− 2
√
5)(10 + 2

√
5)

100− 20
=

√

30− 10
√
5

80
=

√

3−
√
5

8
. De façon tout à fait similaire, tan2

(

4π

5

)

=
5

5 + 2
√
5
, don


1

cos2(4π5 )
=

10 + 2
√
5

5 + 2
√
5
, et cos

(

4π

5

)

= −
√

5 + 2
√
5

10 + 2
√
5
= −

√

3 +
√
5

8
.

Exer
i
e 5 (**)

C'est plus un exer
i
e d'arithmétique qu'un exer
i
e sur les nombres 
omplexes. Commençons

par remarquer que, si z est une ra
ine n-ème de l'unité, alors z est aussi une ra
ine k-ème de l'unité

pour tous les entiers k multiples de n. En e�et, si k = a× n, où a est un nombre entier, et zn = 1,
alors zk = (zn)a = 1a = 1. Pour revenir à notre problème, si on note r le pg
d de p et de q, toutes
les ra
ines r-èmes de l'unité sont don
 à la fois ra
ines p-èmes et q-èmes, don
 Ur ⊂ Up ∩ Uq.

La ré
iproque utilise le théorème de Bezout. Si on a simultanément z ∈ Up et z ∈ Uq, on a

zp = zq = 1 don
 pour tous entiers n et m, on a znp−mq =
znp

zmq
= 1. Or, il existe un 
ouple d'entiers

tels que np −mq soit égal à r, don
 zr = 1. Pour montrer Bezout, on peut passer par l'algorithme

d'Eu
lide : à 
haque étape, le nouveau reste obtenu est une 
ombinaison à 
oe�
ients entiers des

deux restes pré
édents (il n'y a qu'à é
rire la division eu
lidienne), don
 par ré
urren
e fa
ile de p
et de q. Comme le dernier reste est égal à r, 
elui-
i est bien une 
ombinaison à 
oe�
ients entiers

de p et q.
Con
lusion : Up ∩ Uq = Upgcd(p,q).

Exer
i
e 6 (*)

Pour la première, qui est un grand 
lassique, Euler est votre ami :
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cos6(x) =

(

eix + e−ix

2

)6

=
e6ix + 6e5ixe−ix + 15e4ixe−2ix + 20e3ixe−3ix15e2ixe−4ix + 6eixe−5ix + e−6ix

64

=
2 cos(6x) + 12 cos(4x) + 30 cos(2x) + 20

64

=
1

32
cos(6x) +

3

16
cos(4x) +

15

32
cos(2x) +

5

16

Pour la deuxième, sin2(x) cos3(x) = (1 − cos2(x)) cos3(x) = cos3(x) − cos5(x). Or, par la même

méthode que 
i-dessus, cos5(x) =
1

16
(cos(5x) + 5 cos(3x) + 10 cos(x)) et cos3(x) =

1

4
(cos(3x) +

3 cos(x)), don
 sin2(x) cos3(x) = − 1

16
cos(5x) − 1

16
cos(3x) +

1

8
cos(x).

En�n pour la dernière linéarisation,

cos(x) sin5(x) = cos(x) sin(x) sin4(x)

=
1

2
sin(2x) sin4(x)

=
1

32

(

e2ix − e−2ix

2i

)

(eix − e−ix)4

=
1

32

(e2ix − e−2ix)(e4ix − 4e2ix + 6− 4e−2ix + e−4ix)

2i

=
1

32

e6ix − 4e4ix + 6e2ix − 4 + e−2ix − e2ix + 4− 6e−2ix + 4e−4ix − e−6ix

2i

=
1

32

e6ix − 4e4ix + 5e2ix − 5e−2ix + 4e−4ix − e−6ix

2i

=
1

32
(sin(6x)− 4 sin(4x) + 5 sin(2x))

On 
ommen
e par é
rire cos(5x) = Re (ei5x) = Re (eix)5 = Re (cos(x)+i sin(x))5 = Re (cos5(x)+
5 cos4(x)(i sin(x))+10 cos3(x)(i sin(x))2+10 cos2(x)(i sin(x))3+5cos(x)(i sin(x))4+(i sin(x))5). On
ne garde que les termes réels de la somme pour obtenir

cos(5x) = cos5(x)− 10 cos3(x) sin2(x) + 5 cos(x) sin4(x)
= cos5(x)− 10 cos3(x)(1 − cos2(x)) + 5 cos(x)(1 − cos2(x))2

= cos5(x)− 10 cos3(x) + 10 cos5(x) + 5 cos(x)− 10 cos3(x) + 5 cos5(x)
= 16 cos5(x)− 20 cos3(x) + 5 cos(x)

De l'autre 
�té, sin2(3x) = 1− cos2(3x) = 1− (4 cos3(x)− 3 cos(x))2 = 1− 16 cos6(x) + 24 cos4(x)−
9 cos2(x). Un peu de 
ourage pour la dernière étape :

cos(5x) sin2(3x) = (16 cos5(x)− 20 cos3(x) + 5 cos(x))(−16 cos6(x) + 24 cos4(x)− 9 cos2(x) + 1)
= −256 cos11(x) + 384 cos9(x)− 144 cos7(x) + 16 cos5(x) + 320 cos9(x)− 480 cos7(x)

+180 cos5(x)− 20 cos3(x)− 80 cos7(x) + 120 cos5(x)− 45 cos3(x) + 5 cos(x)
= −256 cos11(x) + 704 cos9(x)− 704 cos7(x) + 316 cos5(x)− 65 cos3(x) + 5 cos(x)

.

Je me rends 
ompte en relisant le 
orrigé que 
e 
al
ul peut faire un peu peur !

Attaquons-nous désormais au tout dernier 
al
ul. On peut évidemment tri
her en utilisant les

formules de dupli
ation, mais ça mar
he très bien 
omme 
i-dessus :

sin(2x) = Im (eix)2 = Im (cos(x)+i sin(x))2 = Im (cos2(x)+2i cos(x) sin(x)−sin2(x)) = 2 cos(x) sin(x)

On fait de même pour sin(4x) = Im (cos(x) + i sin(x))4 = 4cos3(x) sin(x) − 4 cos(x) sin3(x) =
4 sin(x)(cos3(x)− cos(x)(1 − cos2(x))) = 4 sin(x)(2 cos3(x)− cos(x)) = sin(x)(8 cos3(x)− 4 cos(x)).

On en
haine 
ourageusement : sin(6x) = Im (cos(x)+i sin(x))6 = 6cos5(x) sin(x)−20 cos3(x) sin3(x)+
6 cos(x) sin5(x) = sin(x)(6 cos5(x)−20 cos3(x)(1−cos2(x))+6 cos(x)(1−cos2(x))2) = sin(x)(6 cos5(x)−
20 cos3(x)+20 cos5(x)+6 cos(x)−12 cos3(x)+6 cos5(x)) = sin(x)(32 cos5(x)−32 cos3(x)+6 cos(x)).
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En�n, sin(8x) = Im (cos(x) + i sin(x))8 = 8cos7(x) sin(x)− 56 cos5(x) sin3(x) + 56 cos3(x) sin5(x)−
8 cos(x) sin7(x) = sin(x)(8 cos7(x)− 56 cos5(x)(1− cos2(x)) + 56 cos3(x)(1− cos2(x))2 − 8 cos(x)(1−
cos2(x))3) = sin(x)(8 cos7(x)−56 cos5(x)+56 cos7(x)+56 cos3(x)−112 cos5(x)+56 cos7(x)−8 cos(x)+
24 cos3(x)− 24 cos5(x) + 8 cos7(x)) = sin(x)(128 cos7(x)− 192 cos5(x) + 80 cos3(x)− 8 cos(x)).

Il ne reste plus qu'à brillamment additionner tout ça pour obtenir

sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) + sin(8x) = sin(x)(128 cos7(x)− 160 cos5(x) + 56 cos3(x)− 4 cos(x)).

Exer
i
e 7 (***)

La première somme utilise une re
onnaissan
e de binome de Newton, don
 pas vraiment faisable

pour vous pour l'instant (il faut que je me dé
ide à virer 
e 
al
ul de 
ette feuille d'exer
i
es) :

n
∑

k=0

(

n

k

)

cos(kx) = Re
n
∑

k=0

(

n

k

)

eikx = Re (1+eix)n = Re (ei
x

2 (ei
x

2+e−ix
2 ))n = Re

(

2 cos
(x

2

))n

ei
nx

2 =

2n cosn
(x

2

)

cos
(nx

2

)

La deuxième est tout à fait 
lassique, ave
 re
onnaissan
e d'une somme géométrique :

n
∑

k=0

sin(kx)

cosk(x)
= Im

n
∑

k=0

eikx

cosk(x)
= Im

1− ei(n+1)x

cosn+1(x)

1− eix

cos(x)

= Im
cos(x)− ei(n+1)x

cosn(x)

cos(x)− cos(x)− i sin(x)

= Im i

cosn+1(x)−ei(n+1)x

cosn(x)

sin(x)
=

cosn+1(x)− cos((n+ 1)x)

sin(x) cosn(x)

En�n, la dernière demande un peu plus d'astu
e :

n−1
∑

k=1

1

1− e
2ikπ
n

=
n−1
∑

k=1

e−i kπ
n

e−i kπ
n − e

ikπ

n

=
n−1
∑

k=1

cos(kπ
n
)− i sin(kπ

n
)

−2i sin(kπ
n
)

=
1

2

n−1
∑

k=1

1 +
i

tan(kπ
n
)
. Or, en utilisant la

relation tan(π−x) = tanx, tous les les termes de la deuxième partie de la somme s'annulent deux à

deux (par exemple, le premier est l'opposé du dernier) don
 il ne reste que

n− 1

2
, qui est la valeur

de la somme demandée.

Exer
i
e 8 (* à **)

1. En e�et, |u+ v|2 + |u− v|2 = (u+ v)(u+ v) + (u− v)(u− v) = |u|2 + uv+ vu+ |v|2 + |u|2 −
uv − vu+ |v|2 = 2(|u|2 + |v|2).

2. Puisque u et v sont de module 1, on peut poser u = eiθ et v = eiθ
′
. On a alors

u+ v

1 + uv
=

eiθ + eiθ
′

1 + ei(θ+θ′)
=

eiθ + eiθ
′

ei
θ+θ′

2 × 2 cos θ+θ′

2

=
ei

θ−θ
′

2 + ei
θ
′−θ

2

2 cos θ+θ′

2

=
cos θ−θ′

2

cos θ+θ′

2

, qui est bien un nombre réel.

3. Si |z| = 1, z = eiθ. Cher
hons les valeurs de θ ∈ [−π, π] pour lesquelles |1 + z| > 1. Par

un 
al
ul 
lassique, |1 + z| = |ei θ2 (e−i θ
2 + ei

θ

2 )| = 2

∣

∣

∣

∣

cos

(

θ

2

)∣

∣

∣

∣

. Or,

∣

∣

∣

∣

cos

(

θ

2

)∣

∣

∣

∣

>
1

2
⇔ θ

2
∈

[

−π

3
,
π

3

]

[π] ⇔ θ ∈
[

−2π

3
,
2π

3

]

[2π]. Véri�ons que pour les valeurs restantes de θ, |1 +

z2| > 1. En e�et, on a alors θ ∈
[

2π

3
,
4π

3

]

[2π], don
 2θ ∈
[

4π

3
,
8π

3

]

[4π], 
'est-àdire que

2θ ∈
[

−2π

3
,
4π

3

]

[4π] don
 |1 + z2| > 1 d'après le 
al
ul pré
édent, puisque z2 = e2iθ. Les

seuls 
as pour lesquels les deux inégalités sont véri�ées sont z1 = e2i
π

3
et z2 = e−2iπ

3
.
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Exer
i
e 9 (* à **)

• C'est le 
as le plus 
lassique de dé�nition d'un 
er
le qui donne pour équation 
omplexe

|z−2+ i| = 3. En élevant au 
arré et en développant, on obtient (z−2+ i)(z−2− i) = 9, soit
zz− (2+ i)z+(i− 2)z+5 = 9, don
 une équation développée de la forme zz− (2+ i)z+(i−
2)z−4 = 0. Passons à l'équation 
artésienne : en posant z = x+ iy dans la dernière équation,

x2 + y2 − (2+ i)(x+ iy) + (i− 2)(x− iy)− 4 = 0, don
 x2 + y2 − 2x− 2iy− ix+ y+ ix+ y−
2x+2iy− 4 = 0. Tous les termes imaginaires s'annulent (
e sera toujours le 
as) pour donner

x2 + y2 − 4x+2y − 4 = 0. Si on fa
torise 
ette équation développée en faisant apparaitre des

formes 
anoniques, 
ela donne (x− 2)2 − 4+ (y+1)2 − 1− 4 = 0, soit (x− 2)2 +(y+1)2 = 9.
On retrouve bien l'équation d'un 
er
le de 
entre A(2;−1) et de rayon

√
9 = 3.

• Pour 
hanger un peu, utilisons la 
ara
térisation d'un 
er
le donné par un de ses diamètres :

un point M appartient au 
er
le si et seulement si

−−→
MA.

−−→
MB = 0. En termes de nombres


omplexes, on a don
 l'équation (zM − zA)(zM − zB) ∈ iR, soit, en posant z = x + iy,
(x− iy+1+2i)(x+ iy− 3− 4i) ∈ iR. En isolant la partie réelle qui doit être nulle, on tombe

sur x2−3x+y2−4y+x−3−2y+8 = 0, soit x2+y2−2x−6y+5 = 0. On re
onnait l'équation


artésienne développées d'un 
er
le. Fa
torisons-là : (x− 1)2 − 1 + (y − 3)2 − 9 + 5 = 0, soit
(x − 1)2 + (y − 3)2 = 5. On re
onnait un 
er
le de 
entre A(1 + 3i) (qui est bien le milieu

du segment [AB]) et de rayon
√
5. L'équation 
omplexe sera don
 |z − 1− 3i| =

√
5, soit en

développant (z − 1− 3i)(z − 1 + 3i) = 5, ou en
ore zz + (3i − 1)z − (1 + 3i)z + 5 = 0.
• On peut fa
toriser 
ette équation sous la forme (z − i)(z + i)− 1− 3 = 0, soit |z − i|2 = 4 et

don
 |z−i| = 2. On re
onnait un 
er
le de 
entre A(i) et de rayon 2. Alternativement, on é
rit

z = x+iy et on rempla
e dans l'équation initiale : (x+iy)(x−iy)+i(x+iy)−i(x−iy)−3 = 0
donne x2 + y2 − 2y − 3 = 0. On peut fa
toriser 
ette équation 
artésienne à l'aide des formes


anoniques : x2 + (y − 1)2 − 1 − 3 = 0, soit x2 + (y − 1)2 = 4. On retrouve évidemment le

même 
entre et le même rayon pour le 
er
le.

• Fa
torisons 
ette équation : (x−1)2−1+

(

y − 3

2

)2

−9

4
+9 = 0, soit (x−1)2+

(

y − 3

2

)2

= −23

4
.

Ce 
er
le ayant le mauvais goût d'être inexistant, on peut donner n'importe quelle équation


omplexe, mais par sou
i de 
ohéren
e, on va prendre

∣

∣

∣

∣

z − 1− 3

2
i

∣

∣

∣

∣

= −23

4
. Par 
ontre, on

ne peut pas donner aisément d'équation 
omplexe développée, puisque si on élève au 
arré


omme on a l'habitude, on va tomber sur l'équation du 
er
le de 
entre A

(

1 +
3

2
i

)

et de

rayon

23

4
, qui lui n'est pas vide du tout.

• On 
her
he en fait une équation du 
er
le 
ir
ons
rit au triangle ABC. Au vu des 
oordonnées

des points A et B, le 
entre se trouvera sur l'axi imaginaire pur, qui est la médiatri
e de [AB].
On re
her
he don
 un point O(ki) véri�ant |zO − zB | = |zO − zC |, soit en élevant au 
arré

|ki + 1 + i|2 = |ki − 5i|2. À gau
he, 
elà vaut 1 + (k + 1)2 = k2 + 2k + 2, à droite on a

(k − 5)2 = k2 − 10k + 25. La valeur k doit don
 véri�er k2 + 2k + 2 = k2 − 10k + 25, soit

12k = 23, don
 k =
23

12
. Quant au rayon, il est don
 égal à 5− k (la valeur de la distan
e CO,

si vous vous amusez à essayer de re
al
uler par exemple k2 + 2k+ 2, vous allez vous embêter

inutilement), soit à

37

12
. On obtient don
 la magni�que équation de 
er
le

∣

∣

∣

∣

z − 23

12
i

∣

∣

∣

∣

=
37

12
.

Sous forme développée,

(

z − 23

12
i

)(

z +
23

12
i

)

=
1 369

144
, soit zz+

23

12
iz− 23

12
iz− 840

144
= 0. I
i,

on passe rapidement à l'équation 
artésienne en notant que z − z = 2Im (z), 
e qui donne

x2+y2−23

6
y−105

18
= 0. Refa
toriser à l'aide de la forme 
anonique ramène à x2+

(

y − 23

12

)2

=

1 369

144
.

• Un 
er
le tangent simultanément aux deux axes a un 
entre d'a�xe k+ki et un rayon |k|, où

11



k ∈ R (faites un dessin). I
i, on 
her
he don
 une valeur de k pour laquelle |6+7i−k−ki| = k,
soit (6−k)2+(7−k)2 = k2, don
 36−12k+k2+49−14k+k2 = k2, don
 k2−26k+85 = 0.
Cette magni�que équation du se
ond degré a pour dis
riminant ∆ = 676 − 340 = 336, et

admet don
 deux ra
ines k1 =
26 +

√
336

2
= 13 + 2

√
21, et k2 = 13 − 2

√
21. Donnons par

exemple les équations du premier 
er
le (
e sera largement su�sant vu l'intérêt des 
al
uls) :

|z−(13+2
√
21)(1+i)| = 13+2

√
21. En développant, (z−(13+2

√
21)(1+i))(z−(13+2

√
21)(1−

i)) = 253 + 52
√
21, soit zz + (13 + 2

√
21)(i − 1)z − (13 + 2

√
21)(1 + i)z + 253 + 52

√
21 = 0.

Si on préfère une équation 
artésienne, (x− 13− 2
√
21)2 + (y − 13− 2

√
21)2 = 253 + 52

√
21,

que nous ne développerons pas.

Exer
i
e 10 (* à ***)

1. Du fa
ile pour 
ommen
er :

zB + zC
2

= 1 +
1

2
i.

2. Toujours fa
ile : z−−−−−−−→
AB−2AC

= zB − zA − 2(zC − zA) = 4− 3i− 2(4 + 2i) = −4− 7i

3. Une façon de dé
rire les points M appartenant à la droite (AC) est de dire que les ve
teurs−−→
AM et

−→
AC doivent être 
olinéaires, autrement dit que (zM − zA)(zC − zA) ∈ R. En é
rivant

z sous la forme a + ib, on a don
 (a − ib + 3 + i)(4 + 2i) ∈ R, soit −4b + 4 + 2a + 6 = 0,
ou en
ore a − 2b = −5. De même, M appartient à (BD) si (zM − zB)(zD − zC) ∈ R, soit

(a− ib− 1− 2i)(1− i) ∈ R, soit en
ore −a+ 1− b− 2 = 0, don
 −a− b = 1. Il ne reste plus

qu'un petit système à résoudre. En additionnant les deux équations, −3b = −4 soit b =
4

3
, et

a = 2b− 5 = −7

3
. Le point d'interse
tion des deux droites a don
 pour a�xe −7

3
+

4

3
i.

4. La somme des 
oe�
ients du bary
entre étant égale à 1, il su�t de 
al
uler zB −2zC +2zD =
1− 2i− 2− 6i+ 4 + 4i = 1− 4i.

5. Un ve
teur dire
teur de la droite est

−−→
CD(1 − i). Comme il a pour norme

√
2, le ve
teur

−→u
(

1√
2
− 1√

2
i

)

est un ve
teur dire
teur normé de (CD). Pour (AB), on a pour ve
teur

dire
teur

−−→
AB(4 − 3i), don
 pour ve
teur normal

−→n (3 + 4i). Ce ve
teur ayant pour norme

√
9 + 16 = 5, le ve
teur −→v

(

3

5
+

4

5
i

)

est un ve
teur normal normé à (AB).

6. Le 
er
le de diamètre [AD] peut être dé
rit par la 
ondition :

−−→
MA et

−−→
MD sont orthogonaux,

soit (z−zA)(z − zD) ∈ iR, en notant z l'a�xe d'un point M du 
er
le. En notant z = a+ib, on
obtient alors la 
ondition (a+3+i(b−1))(a−2+i(2−b)) ∈ iR, soit (a+3)(a−2)+(b−2)(b−1) =
0. En développant, a2 + b2 + a− 3b − 4 = 0. Appartenir à la droite (BC) peut au 
ontraire

se traduire par la 
ondition (z − zB)(zC − zB) ∈ R, soit (a − 1 + i(b + 2)) × (−5i) ∈ R, soit

−5(a − 1) = 0. Ce qui donne très simplement a = 1, équation qui ne devrait surprendre

personne vu les a�xes des points B et C. Reportons don
 la 
ondition a = 1 dans l'équation

de 
er
le pour trouver les interse
tions : 1 + b2 + 1 − 3b − 4 = 0, soit b2 − 3b − 2 = 0. Cette

équation du se
ond degré a pour dis
riminant 17, et pour ra
ines
3 +

√
17

2
et

3−
√
17

2
. Les

deux points d'interse
tion de la droite et du 
er
le ont don
 pour a�xes 1 + i × 3 +
√
17

2
et

1 + i× 3−
√
17

2
.

7. Pour le 
entre de gravité, il su�t de 
al
uler

1

3
(zA+zB+zD) =

1

3
(−3+i+1−2i+2+2i) =

1

3
i.

Le 
entre de gravité du triangle a pour a�xe

1

3
i.

Pour l'ortho
entre, on 
her
he un point H d'a�xe a+ib tel que (AH) soit orthogonale à (BD)
et (BH) à (AD). La première 
ondition s'exprime de la façon suivante : (zH − zA)(zD−zB) ∈

12



iR, soit (a− ib+ 3 + i)(1 + 4i) ∈ iR, don
 a+ 3 + 4b− 4 = 0, don
 a+ 4b = 1. De même, la

deuxième 
ondition s'exprime par (a − ib − 1 − 2i)(5 + i) ∈ iR, don
 5a − 5 + b + 2 = 0, 
e
qui donne 5a+ b = 3. On résout le petit système, par exemple par substitution : a = 1− 4b,

don
 5 − 20b + b = 3, soit b =
2

19
, puis a = 1 − 4b =

11

19
. L'ortho
entre a don
 pour a�xe

11

19
+

2

19
i.

Le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit (on va garder le plus dur pour la �n) Ω d'a�xe c+ id se trouve

à égale distan
e des trois points. La 
ondition ΩA = ΩB se traduit (en élevant au 
arré) par

|c + id + 3 − i|2 = |c + id − 1 + 2i|2, soit (c + 3)2 + (d − 1)2 = (c − 1)2 + (d + 2)2, don

c2 +6c+9+ d2 − 2d+1 = c2 − 2c+1+ d2 +4d+4. On obtient �nalement la simple équation

8c − 6d = −5 (qui est une équation 
artésienne de droite, en l'o

uren
e de la médiatri
e

du segment [AB] ; on peut retrouver 
ette équation en partant du milieu de 
e segment et

en é
rivant une 
ondition d'orthogonalité). De même, la 
ondition ΩA = ΩD s'exprime par

|c+ id+3− i|2,= |c+ id− 2− 2i|2, soit c2 +6c+9+ d2 − 2d+1 = c2 − 4c+4+ d2 − 4d+4,
don
 10c + 2d = −2 (ou en
ore 5c + d = −1). En
ore un système à résoudre : d = −1 − 5c,

don
 8c+ 6 + 30c = −5, 
e qui donne c = −11

38
, puis d =

17

38
. Le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit

a pour a�xe −11

38
+

17

38
i.

Terminons ave
 le 
entre I(e + if) du 
er
le ins
rit. Si vous 
onnaissez le résultat qui dit

que I est le bary
entre des trois sommets du triangle a�e
tés d'un poids égal à la longueur

du 
�té opposé, 
'est assez fa
ile. Passer par les angles est fran
hement 
ompliqué, mais

on peut é
rire une 
ondition sur les arguments qui �nit par donner une ignoble équation

du se
ond degré en e et f (
e qui est normal puisqu'un angle a deux bisse
tri
es, l'une

intérieure et l'autre extérieure) qu'il faut fa
toriser, et trier les solutions trouvées. Bref, du

boulot pas très rigolo. On peut faire (un peu) plus simple. Normons le ve
teur

−−→
AB(4 −

3i), pour obtenir une a�xe

4

5
− 3

5
i, et 
onsidérons le point B′

tel que

−−→
AB′

a pour a�xe

4

5
− 3

5
i, 
'est-à-dire B′

(

−11

5
− 2

5
i

)

. Ce point B′
est situé sur la droite AB, à une distan
e

1 de A. E�e
tuons la même opération sur la droite AD : ‖ −−→
AD ‖=

√
26, on obtient le

point D′

(

−3 +
5√
26

+ i+
1√
26

i

)

. Comme le triangle AB′D′
est iso
èle en A ave
 les mêmes

dire
tions de 
�té issus de A que le triangle ABD, la bisse
tri
e issue de A est 
onfondue ave


la médiatri
e du segment [B′D′]. Il faut un peu de 
ourage pour en 
al
uler une équation :

IB′ = ID′
don


∣

∣

∣

∣

e+ if +
11

5
+

2

5
i

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

e+ if + 3− 5√
26

− i− 1√
26

i

∣

∣

∣

∣

2

, soit

(

e− 11

5

)2

+

(

f +
2

5

)2

=

(

e+ 3− 5√
26

)2

+

(

f − 1− 1√
26

)2

. Après simpli�
ation (si j'ose dire), il reste

e

(

10√
26

− 52

5

)

+ f

(

2√
26

+
14

5

)

= 6− 28√
26

. C'est bien une équation de droite, quoique fort

indigeste. On devrait évidemment faire la même 
hose pour (par exemple) la bisse
tri
e de

B̂AD. On 
onnait déjà (au signe près) un ve
teur dire
teur de

−−→
BA, on peut prendre le point

A′

(

1

5
− 7

5
i

)

. De l'autre 
�té, on 
al
ule ‖ −−→
BD ‖=

√
1 + 16 =

√
17, on obtient alors un point

D′′

(

1 +
1√
17

− 2i+
4√
17

i

)

. Je vous épargne la suite des 
al
uls, 
omplètement immondes à

e�e
tuer entièrement de façon exa
te. On obtient �nalement un 
entre du 
er
le ins
rit dont

les 
oordonnées sont à peu près : I(0.158 + 0.578i). Sur le graphique, je n'ai pas pla
é les

bisse
tri
es pour ne pas sur
harger, les hauteurs sont en bleu et les médiatri
es en vert, on


onstate que l'ortho
entre, le 
entre de gravité et le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit sont alignés.
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Exer
i
e 11 (* à **)

Commençons par les équations, normalement 
'est assez fa
ile :

• z′ = z + 3− 2i

• z′ = ei
2π
3 z =

(

−1

2
+

√
3

2
i

)

z

• z′ − (1− 2i) = ei
π

2 (z − 1 + 2i), soit z′ = iz − i− 2 + 1− 2i = iz − 1− 3i
• On peut s'en sortir assez vite en remarquant que f(z) est de la forme z′ = az + b, et que par
exemple f(1) = i et f(i) = 1. On a don
 a + b = i et −ai + b = 1. En soustrayant les deux

équations, (1+ i)a = i− 1, don
 a =
i− 1

1 + i
=

(i− 1)(1− i)

2
=

2i

2
= i. On en déduit que b = 0

et z′ = iz.
• C'est une rotation d'angle π, don
 z′ − 3i = −(z − 3i), soit z′ = −z + 6i.

• En
ore du 
ours : z′ + 2− i =
1

2
(z + 2− i), soit z′ =

1

2
z − 1 +

1

2
i.

• Allons-y pour la 
omposée : z′ =
1

2
(−z + 6i)− 1 +

1

2
i = −1

2
z − 1 +

7

2
i.

Pour re
onnaitre les transformations, ça peut être un peu plus 
ompliqué :

• On a une 
omposée de ré�exion (par rapport à l'axe réel) et de translation (de ve
teur d'a�xe

3), ça ne se simpli�e pas. Ce genre de 
omposition ne peut se simpli�er que si la translation

est de ve
teur orthogonal à l'axe de la ré�exion (auquel 
as la 
omposée est simplement une

ré�exion).

• Équation de similitude dire
te, on 
her
he le point �xe : z = (1− i)z+2i− 1 ⇔ z =
2i− 1

i
=

2 + i. Par ailleurs, |1 − i| =
√
2 et arg(1 − i) = −π

4
. L'appli
ation f est don
 la 
omposée

d'une rotation de 
entre A(2 + i) et de rapport

√
2, et d'une rotation de même 
entre A et

d'angle −π

4
.

• Composée d'une ré�exion d'axe réel et d'homothétie de 
entre 0 et de rapport 2, rien à ajouter.
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• En
ore une similitude dire
te, 
her
hons le point �xe : z = 3z−4i+2 ⇔ z =
2− 4i

−2
= −1+2i.

Cal
uler le module et l'argument de 3 ne devrait pas poser trop de problème. L'appli
ation

est don
 l'homothétie de 
entre A(−1 + 2i) et de rapport 3.

• Posons g(z) = −iz + 2i − 1, et 
her
hons le point �xe de 
ette isométrie : z =
2i− 1

1 + i
=

(2i − 1)(1− i)

2
=

1 + 3i

2
=

1

2
+

3

2
i. Par ailleurs, on a évidemment −i = e−iπ

2
. L'appli
ation f

est don
 la 
omposée d'une rotation de 
entre A

(

1

2
+

3

2
i

)

et d'angle −π

2
, et d'une symétrie

par rapport à l'axe réel.

Exer
i
e 12 (**)

1. Du simple 
al
ul : f(1) = 3 ; f(2i − 5) = −4 + 25 − 20i + 2i − 5 + 1 = 17 − 18i ; et

f(ei
π

4 ) = i+

√
2

2
+

√
2

2
i+ 1 =

(

1 +

√
2

2

)

(1 + i).

2. Il faut résoudre l'équation z2 + z + 1 = 1 + i, soit z2 + z − i = 0. Elle a pour dis
riminant

∆ = 1 + 4i. Cher
hon une valeur de δ = a+ ib telle que δ2 = ∆. L'égalité des parties réelle

et imaginaire donne a2 − b2 = 1 et 2ab = 4, et 
elle du module donne a2 + b2 =
√
17. On en

déduit que 2a2 = 1 +
√
17 et 2b2 =

√
17 − 1. Les nombres a et b devant être de même signe,

on peut 
hoisir δ =

√

1 +
√
17

2
+ i

√√
17− 1

2
. Les anté
édents de 1 + i sont alors au nombre

de deux, 
e sont les nombres z1 =
−1 + δ

2
et z2 =

−1− δ

2
(expli
iter plus n'a absolument

au
un intérêt).

3. Il su�t de résoudre l'équation f(z) = z, soit z2 = −1. Il y a don
 deux points invariants, i et
−i.

4. En notant z = a+ib, on a f(z) = a2−b2+2iab+a+ib+1. Cette image a une partie imaginaire

nulle si 2ab + b = 0, soit b(2a + 1) = 0. On doit don
 avoir soit b = 0 (
'est-à-dire que z
est en fait un nombre réel, 
es solutions n'ont rien de surprenant puisque les nombres réels

ont de façon évidente une image réelle par f ), soit a = −1

2
, 
e qui 
orrespond aux nombres


omplexes de partie imaginaire −1

2
.

5. Cette 
ondition peut se traduire par le fait que (f(z)− 1)(z−1) ∈ R, soit (a2−b2−2iab+a−
ib)(a + ib− 1) ∈ R. La partie imaginaire de 
e produit doit don
 être nulle, 
e qui se traduit

par a2b− b3 − 2a2b+2ab+ ab− ab+ b = 0, soit b(−b2 − a2 +2a+1) = 0. La 
ondition b = 0
donne 
omme tout à l'heure 
omme solutions tout l'axe réel (en
ore fois, pas de surprise, si

z est réel, 1, z et f(z) sont alignés sur l'axe réel), la parenthèse est une équation de 
er
le :

a2 + b2 − 2a − 1 = 0 donne (a − 1)2 − 1 + b2 − 1 = 0, 
'est-à-dire (a − 1)2 + b2 = 2, soit un

er
le de 
entre A(1) et de rayon

√
2.

Exer
i
e 13 (**)

1. Il faut résoudre l'équation

z2

z − 2i
= 1 + i, soit z2 − (1 + i)z − 2 + 2i = 0. Son dis
riminant

vaut ∆ = (1+ i)2 − 4(−2 + 2i) = 1+ 2i− 1 + 8− 8i = 8− 6i. On re
her
he une ra
ine 
arrée

du dis
riminant sous la forme δ = a+ ib. La 
ondition δ2 = ∆ donne a2 − b2 + 2iab = 8− 6i,
soit a2 − b2 = 8 et 2ab = −6. On ajoute la 
ondition sur le module : |δ|2 = a2 + b2 = |∆| =√
36 + 64 = 10. En additionnant la première et la troisième équation obtenues, on trouve

2a2 = 18, en les soustrayant 2b2 = 2. On en déduit que a = ±3 et b = ±1, soit en utilisant le
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fait que a et b sont de signe 
ontraire (deuxième équation), δ = 3− i ou δ = −3+ i. Les deux

solutions de l'équation initiale sont don
 z1 =
1 + i+ 3− i

2
= 2 et z2 =

1 + i− 3 + i

2
= i− 1,

qui sont don
 les deux anté
édents de 1 + i par f .

2. Le prin
ipe est le même : l'équation f(z) = w se ramène à z2 −wz +2iw = 0, elle a toujours

des solutions. Plus pré
isément, l'équation aura deux solutions, sauf si son dis
riminant est

nul, auquel 
as elle n'en aura qu'une. Le dis
riminant en question vaut ∆ = w2 − 8iw, il
s'annule lorsque w = 0 ou w = 8i. Les deux nombres 
omplexes 0 et 8i ont don
 un unique

anté
édent par f (il s'agit de 0 pour 0 et de 4i pour 8i), tous les autres en ont deux.

3. L'appli
ation f est surje
tive (tout nombre 
omplexe a au moins un anté
édent, mais pas

inje
tive puisque beau
oup d'éléments ont deux anté
édents par f .

Exer
i
e 14 (**)

1. Le plus simple est d'expli
iter l'appli
ation ré
iproque : si Z =
z + 1

z − 2
, alors zZ−2Z−z−1 = 0,

soit z =
2Z + 1

Z − 1
. Cette appli
ation g, dé�nie sur C\{1}, véri�e f ◦g = id et g◦f = id (sur leurs

ensembles de dé�nition respe
tifs), 
e qui prouve que f est bije
tive de C\{2} vers C\{1}.
2. C'est en fait très simple : si f(z) ∈ U, 
'est que |f(z)| = 1, soit |z + 1| = |z − 2|. En

posant z = a + ib et en élevant tout au 
arré, on obtient (a + 1)2 + b2 = (a − 2)2 + b2,

don
 2a + 1 = −4a + 4, 
e qui donne a =
1

2
. L'image ré
iproque de U est don
 la droite

des 
omplexes de partie réelle

1

2
. Pour obtenir l'image ré
iproque du disque unité, il su�t de

rempla
er les égalités par des inégalités, on obtient la 
ondition a 6
1

2
, 
'est -à-dire que z

appartient à un demi-plan délimité par la droite pré
édente.

3. Il su�t de 
hoisir parmi les nombres 
omplexes de partie réelle

1

2

eux qui ont pour module

1. Il y en a deux, z = ei
π

3
et z = e−iπ

3
.

4. Pour que f(f(z)) soit dé�ni, on doit avoir f(z) 6= 2, 
'est-à-dire au vu du 
al
ul de la pre-

mière question z 6= 2× 2 + 1

2− 1
= 5. L'appli
ation f ◦ f est don
 dé�nie sur C\{2; 5}. Elle est

évidemment bije
tive pusique g ◦ g sera 
lairement sa ré
iproque. L'ensemble vers lequel f
est bije
tive est don
 le domaine de dé�nition de g ◦ g, qui est dé�nie si g(z) 6= 1, don
 si

z 6= f(1) = −2. Finalement, f ◦ f est bije
tive de C\{2; 5} vers C\{−2; 1}.

Exer
i
e 15 (***)

1. C'est très très simple, la ré
iproque de f est f elle-même puisque f(f(z)) = z quel que soit

z dans C∗
.

2. Si on part de z = a+ ib, on peut é
rire

1

z
=

a+ ib

a2 + b2
, don
 f(z) a une partie réelle stri
tement

positive si a > 0, 
'est-à-dire si z lui-même a une partie réelle stri
tement positive. Autrement

dit, le demi-plan ouvert situé à droite de l'axe imaginaire pur est globalement invariant par

f .

3. Prenons par exemple A(1) et B(i) (on peut 
hoisir en
ore beau
oup plus simple). Le milieu

de AB a pour a�xe

1 + i

2
, don
 pour image

2

1 + i
=

2(1− i)

2
= 1 − i. Pourtant, le milieu

du segment [A′B′] reliant les images de A et B a pour a�xe

1

2

(

1

1
+

1

i

)

=
1

2
(1 − i). Un

mystérieux fa
teur

1

2
est apparu, le mileu des images n'est pas l'image du milieu.
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4. Il faut bien sûr supprimer 0 de 
ha
un des deux axes. L'appli
ation f e�e
tue une bije
tion

de R∗
dans lui-même (
'est une propriété de la fon
tion inverse dé�nie sur R∗

. De même,

1

ki
∈ iR, et f est bije
tive de iR\{0} dans lui-même.

5. Une droite passant par l'origine peut être dé
rite 
omme l'ensemble des multiples réels d'un

nombre 
omplexe z donné (par exemple tous les multiples réels de 1 + i forment la première

bisse
tri
e des deux axes). Soit don
 une telle droite ave
 z = a+ ib �xé, si k est un réel non

nul, f(kz) =
1

k(a+ ib)
=

a− ib

k(a2 + b2)
. Toutes 
es images sont don
 également situées sur une

droite, 
elle 
onstituée de tous les multiples réels de z. Autrement dit, l'image d'une droite

passant par l'origine est la symétrique de 
ette droite par rapport à l'axe réel.

6. Soit M un point d'a�xe z appartenant à la droite (AB), on a don
 (z − zA)(z − zB) ∈ R,

soit zz − z − iz + i ∈ R, soit, en notant z = a + ib, −b − a + 1 = 0, soit b = 1 − a. On a

don


1

z
=

1

a+ ib
. Cal
ulons la distan
e de 
et inverse au point C

(

1− i

2

)

:

∣

∣

∣

∣

1

a+ ib
− 1− i

2

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

2− (a+ ib)(1− i)

2(a+ ib)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2− a− b+ i(−b+ a)

2(a+ ib)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1 + i(−1 + 2a)

2(a+ ib)

∣

∣

∣

∣

en utilisant la relation b =

1a. On obtient don
, en élevant au 
arré,

1 + (2a− 1)2

4(a2 + b2)
=

1 + 1 + 4a2 − 4a

4(a2 + (1− a)2)
=

2− 4a+ 4a2

8a2 − 8a+ 4
=

1

2
. Les points se trouvent don
 tous sur le 
er
le de 
entre C et de rayon

1√
2
. Notons que

∣

∣

∣

∣

1− i

2

∣

∣

∣

∣

=

√
2

2
=

1√
2
. Le 
er
le en question passe don
 par l'origine du repère. Pour déterminer

quels sont les points du 
er
le ayant un anté
édent sur la droite, puisque f est sa propre

ré
iproque, il su�t de déterminer les images des points du 
er
le :

∣

∣

∣

∣

z − 1− i

2

∣

∣

∣

∣

2

=
1

2

e qui

donne en multipliant par 2 et en développant, 2zz−(1+i)z−(1−i)z+1 = 1. La simpli�
ation

est bienvenue, en divisant tout par zz (on a déjà ex
lu 0), on trouve 2 − 1 + i

z
− 1− i

z
= 0.

Posons Z = f(z) =
1

z
, on a don
 2− (1+ i)Z− (1− i)Z = 0. E
rivons maintenant Z = a+ ib,

on a don
 2− (1+ i)(a− ib)− (1− i)(a+ ib) = 0, soit 2− a+ ib− ia− b− a− ib+ ia− b = 0,
soit 2 − 2a − 2b = 0. On retrouve exa
tement l'équation de la droite dont on est partis plus

haut.

7. Il est plus simple de partir de l'équation d'un 
er
le passant par l'origine, de la forme |z−zD|2 =
|zD|2, où D est le 
entre du 
er
le. En développant, on trouve zz− zDz− zDz = 0 (le reste se

simpli�e). En posant Z =
1

z
et en faisant la même manipulation que 
i-dessus, on trouve don


1− zDZ − zDZ = 0. Autrement dit 1 = 2Re (zDZ), soit en notant Z = a+ ib et zD = x+ iy,
2ax − 2by = 1. C'est l'équation d'une droite (qui ne peut pas passer par l'origine), et toute

droite ne passant pas par l'origine peut se mettre sous 
ette forme. Comme f est sa propre

ré
iproque, l'image d'une droite ne passant pas par l'origine est don
 toujours un 
er
le passant

par l'origine.

8. On a déjà répondu à 
ette question lors du 
al
ul pré
édent, 
'est une droite ne passant pas

par l'origine.

9. On sait que

1

eiθ
= e−iθ

. L'image du 
er
le trigonométrique est le 
er
le trigonométrique lui-

même. Pour un 
er
le de 
entre r 
entré en l'origine, on 
onsidère des nombres 
omplexes z

de la forme reiθ, qui ont des inverses de la forme

1

r
e−iθ

. L'image du 
er
le est don
 également

un 
er
le de 
entre O, mais de rayon

1

r
.

10. Partons de son équation zz−az−az+k = 0 (où k est un réel non nul quand le 
er
le ne passe

pas par l'origine). En divisant tout par zz et en posant Z =
1

z
, on obtient 1−aZ−aZ+kZZ =
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0, soit k

∣

∣

∣

∣

Z − a

k

∣

∣

∣

∣

2

= k′, où k′ est toujours une 
onstante (mais plus égale à k). On retombe

don
 sur une équation de 
er
le de 
entre d'a�xe

a

k
. en tout 
as, l'image d'un 
er
le qui ne

passe pas par l'origine est un 
er
le (ne passant pas par l'origine non plus pusiqu'en appliquant

la ré
iproque égale à f il faut retomber sur le 
er
le initial). Globalement, on a prouvé dans


et exer
i
e que l'ensemble des droites et des 
er
les du plan est globalement invariant par


ette opération d'inversion.

Exer
i
e 16 (****)

Le 
oloriage est impossible. E�e
tuons un raisonnement par l'absurde, supposons un tel 
oloriage

réalisé et 
onsidérons un losange ABCD dont les quatre 
�tés ont pour longueur 1, la petite diagonale
pour longueur 1 également et la grande diagonale pour longueur

√
3 (il su�t pour 
ela d'a

oler deux

triangles équilatéraux). Supposons par exemple que les sommets A et C soient opposés par la grande

diagonale. Si A est par exemple 
olorié en vert, B et D doivent être de 
ouleur non verte puisqu'à

distan
e 1 de A, et de 
ouleur di�érente puisqu'eux-même sont à distan
e 1 l'un de l'autre. Ils sont

don
 
oloriés en bleu et rouge. Cela impose à C d'être de 
ouleur verte puisqu'il est à distan
e 1 de B
et D. Ainsi, on voit que les deux points A et C, qui sont à distan
e

√
3 l'un de l'autre, sont de même


ouleur. Cette 
onstru
tion permet de prouver que deux points à distan
e

√
3 seront toujours de la

même 
ouleur, 
ar on peut les pla
er 
omme sommets opposés par la grande diagonale d'un losange

tel qu'étudié 
i-dessus. Considérons maintenant un 
er
le de rayon

√
3. Tous les points de 
e 
er
le

sont de la même 
ouleur que le 
entre du 
er
le au vu du raisonnement pré
édent, don
 sont tous de

la même 
ouleur. Or, sur 
e 
er
le, on peut 
ertainement trouver deux points à distan
e 1 l'un de

l'autre. Ces deux points étant de la même 
ouleur, on est en 
ontradi
tion ave
 notre hypothèse, qui

est don
 irréalisable.

Problème 1 : étude d'une appli
ation 
omplexe (**)

1. (a) On doit don
 résoudre l'équation f(z) = z, 
'est-à-dire z = 2z(1− z), ou en
ore z(1− 2+

2z) = 0. On trouve don
 deux valeurs possibles : z = 0 et z =
1

2
.

(b) Commençons par résoudre f(z) = −4, soit −2z2 + 2z + 4 = 0. Cette équation du se
ond

degré a pour dis
riminant ∆ = 4+ 32 = 36, et admet deux ra
ines z1 =
−2 + 6

−4
= −1, et

z2 =
−2− 6

−4
= 2.

Passons à f(z) = 2 + 2i, qui donne −2z2 + 2z − 2 − i = 0, qu'on peut é
rire plus

simplement z2 − z + 1 + i = 0. Cette équation du se
ond degré a pour dis
riminant

∆ = 1 − 4(1 + i) = −3 − 4i. Cher
hons δ = a + ib tel que δ2 = ∆, on obtient les

deux équations a2 − b2 = −3 et 2ab = −4. On peut ajouter la 
ondition sur le module

a2 + b2 =
√
9 + 16 = 5. En additionnant et soustrayant 
omme d'habitude, 2a2 = 2, soit

a = ±1 et 2b2 = 8, soit b = ±2. Comme a et b doivent être de signe 
ontraire, on peut

prendre δ = 1 − 2i. On obtient alors 
omme anté
édents z1 =
1 + 1− 2i

2
= 1 − i, et

z2 =
1− 1 + 2i

2
= i.

2. Examinons la 
ondition f(z1) = f(z2) : 2z1 − 2z21 = 2z2 − 2z22 , soit en divisant tout par deux

z1 − z2 = z21 − z22 = (z1 − z2)(z1 + z2). Si on ex
lut le 
as peu intéressant z1 = z2, on peut

diviser par z1 − z2 pour obtenir 1 = z1 + z2, soit z2 = 1− z1. Autrement dit, z2 −
1

2
=

1

2
− z1,


e qui signi�e que les points d'a�xe z1 et z2 sont symétriques par rapport au point d'a�xe

1

2
. En parti
ulier, l'appli
ation n'est pas inje
tive puisque, sauf dans l'unique 
as parti
ulier
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z =
1

2
, il existe toujours un deuxième nombre 
omplexe ayant la même image par f qu'un

nombre 
omplexe donné. Pour faire très simple, on peut d'ailleurs se 
ontenter de reprendre

le résultat de la première question, et dire que f(−1) = f(2).

3. L'équation f(z) = a, où a ∈ C, est une équation de se
ond degré, elle aura toujours des

solutions. Tout nombre 
omplexe a don
 au moins un anté
édent par f . Le nombre a aura un

seul anté
édent si l'équation 2z− 2z2 = a a un dis
riminant nul, soit 4− 8a = 0, don
 a =
1

2
.

Le nombre réel

1

2
est don
 le seul à avoir un unique anté
édent (en l'o

uren
e lui-même).

4. (a) Cal
uler l'image de l'axe réel est étrangement plus 
ompliqué que pour image ré
iproque

(question suivante), si x ∈ R, on a toujours f(x) = 2x(1 − x) ∈ R. Pour déterminer

pré
isément quelles sont les valeurs prises par 
ette fon
tion, on peut l'étudier ave
 les

te
hniques 
lassiques sur les fon
tions d'une variable réelle. Ainsi, f ′(x) = −4x+2 s'annule

en x =
1

2
, 
omme f

(

1

2

)

= 1

(

1− 1

2

)

=
1

2
, on obtient pour f le tableau de variations

suivant :

x −∞ 1
2 +∞

f

−∞

�✒
�

�

1

2
❅
❅
❅❘−∞

La fon
tion f prend don
 sur l'axe réel toutes les valeurs réelles inférieures à −1

2
. Autre-

ment dit, f(R) =

]

−∞;
1

2

]

.

(b) Allons-y peu subtilement. Si on pose z = a + ib, on a f(z) = 2(a + ib)(1 − a − ib) =
2(a− a2 − iab+ ib− iab+ b2), qui est réel si b− 2ab = 0, soit b(1− 2a) = 0. On peut don


avoir b = 0 (
'est-à-dire que z est un réel), ou a =
1

2
(droite parallèle à l'axe imaginaire).

5. (a) Cal
ulons f(eiθ) = 2eiθ(1− eiθ) = 2eiθei
θ

2 (e−i θ
2 − ei

θ

2 ) = 2ei
3θ
2

(

−2i sin

(

θ

2

))

= 4 sin

(

θ

2

)

e−iπ
2 ei

3θ
2 = 4 sin

(

θ

2

)

ei
3θ−π

2
. En parti
ulier, on trouve un module égal à

4 sin

(

θ

2

)

(en prenant θ ∈ [0; 2π] pour toujours avoir un sinus de l'angle moitié positif) et

un argument de

3θ − π

2
.

(b) Pour θ = 0, f(eiθ) = f(1) = 0 ; pour θ =
π

6
, le module vaut 4 sin

( π

12

)

=
√
6 −

√
2

et l'argument

1

2

(π

2
− π

)

= −π

4
. On peut aussi 
al
uler dire
tement f(ei

π

6 ) =
√
3 − 1 +

i(1 −
√
3). Pour θ =

π

3
, on a un module 4 sin

(π

6

)

= 2, et un argument de

1

2
(π − π) = 0,

don
 f(ei
π

3 ) = 2. Ensuite, si θ =
π

2
, module 2

√
2 et argument

1

2

(

3π

2
− π

)

=
π

4
, don


f(eiθ) = 2 + 2i. On en
haine ave
 θ =
2π

3
, module 2

√
3, argument

1

2
(2π − π) =

π

2
, soit

f(ei
2π
3 ) = 2

√
3i. Pour θ =

5π

6
, module

√
6 +

√
2, argument

1

2

(

15π

6
− π

)

=
3π

4
, soit

f(ei
2π
3 ) = −

√
3− 1 + i(

√
3 + 1). En�n, pour θ = π, f(−1) = −4. Ce qui donne une allure

ressemblant à 
e
i (les points sont en rouge, la 
ourbe en bleu, ça doit ressembler à une

sorte de spirale, en vert la symétrique pour l'autre moitié de 
er
le trigonométrique) :
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0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

(
) Il su�t de 
al
uler f(ei(2π−θ)) : le module est le même que pour f(eiθ), l'argument vaut

3(2π − θ)− π

2
=

5π − 3θ

2
= −3θ − π

2
+ 2π, don
 l'argument est opposé à 
elui de f(eiθ).

Autrement dit, les images des points situés en bas du 
er
le trigonométrique sont les


onjugués des images des points du haut. Il su�t don
 de faire une symétrie par rapport

à l'axe réel pour obtenir la deuxième moitié de l'image du 
er
le trigonométrique.

Problème 2 : résolution d'équations du troisième degré (***)

I. Un 
as parti
ulier

1. Puisque z = Z + 2, on peut é
rire (Z + 2)3 − 6(Z + 2)2 + 9(Z + 2)− 1 = 0, soit Z3 + 6Z2 +
12Z + 8− 6Z2 − 24Z − 24 + 9Z + 18− 1 = 0, don
 Z3 − 3Z + 1 = 0.

2. En
ore du 
al
ul peu subtil, (u+v)3−3(u+v)+1 = 0 donne u3+3u2v+3uv2+v3−3u−3v+1 =
0. En fa
torisant 
e qu'on peut par u + v, u3 + v3 + 3uv(u + v) − 3(u + v) + 1 = 0, 
e qui

donne bien u3 + v3 + 3(uv − 1)(u + v) + 1 = 0.

3. Si on impose uv = 1, on a don
 u3 + v3 + 1 = 0, soit u3 + v3 = −1. Comme par ailleurs

u3v3 = (uv)3 = 13 = 1, on 
onnait le produit P et la somme S des deux nombres u et v, ils
sont don
 solutions de l'équation du se
ond degré x2 − Sx+ P = 0, soit i
i x2 + x+ 1 = 0.

4. L'équation a pour dis
riminant ∆ = 1 − 4 = −3, et admet don
 pour ra
ines 
omplexes


onjuguées x1 =
−1− i

√
3

2
= ei

2π
3
et x2 =

−1 + i
√
3

2
= e−i 2π

3
. On peut don
 poser u3 = ei

2π
3

et v3 = e−i 2π
3
(ou le 
ontraire, ça n'a au
une importan
e). Les valeurs possibles pour u sont

don
 les ra
ines 
ubiques de ei
2π
3
, 
'est-à-dire u1 = ei

2π
9
; u2 = ei

8π
9
et u3 = ei

14π
9
. De même,

les valeurs possibles de v sont v1 = e−i 2π
9
; v2 = e−i 8π

9
et v3 = e−i 14π

9
.

5. Ave
 la 
ondition ajoutée uv = 1, les trois 
ouples possibles sont (u1, v1) ; (u2, v2) et (u3, v3),

qui donnent don
 les trois valeurs possible de Z : Z1 = u1+v1 = 2cos

(

2π

9

)

; Z2 = u2+v2 =
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2 cos

(

8π

9

)

et Z3 = u3+ v3 = 2cos

(

14π

9

)

. On en déduit les solutions de l'équation initiale :

z1 = 2+2 cos

(

2π

9

)

; z2 = 2+2 cos

(

8π

9

)

et z3 = 2+2 cos

(

14π

9

)

. Remarquons que, malgré

l'utilisation des nombres 
omplexes, on obtient i
i trois solution réelles.

II. Généralisation

1. Développons 
omme pré
édemment (Z−k)3+a(Z−k)2+b(Z−k)+c = Z3−3kZ2+9k2Z−
k3+aZ2−2akZ+ak2+ bZ− bk+ c = Z3+(a−3k)Z2+(9k2−2ak+ b)Z−k3+ak2− bk+ c.

Si on veut faire disparaitre le terme en Z2
, il su�t de prendre k =

a

3
. On obtiendra alors

p = 9k2 − 2ak+ b = a2− 2
a2

3
+ b =

a2

3
+ b ; et q = −k3+ak2− bk+ c = −a3

27
+

a3

9
− ab

3
+ c =

−2a2

27
+

ab

3
+ c.

2. On pro
ède 
omme dans la première partie : (u + v)3 + p(u + v) + q = 0 donne u3 + v3 +

3u2v+3uv2 + p(u+ v) + q = 0, soit u3 + v3 + (u+ v)(3uv + p) + q = 0. En posant uv = −p

3
,

on fait disparaitre le terme du milieu pour mettre sous la forme demandée.

3. Comme tout à l'heure, on a U + V = −q, et UV = (uv)3 = −p3

27
.

4. Les nombres U et V sont don
 solutions de l'équation x2 + qx− p3

27
, qui a pour dis
riminant

∆ = q2 +
4p3

27
. Si ∆ > 0, on trouvera don
 U = −q

2
+

√

q2

4
+

p3

27
et V = −q

2
−
√

q2

4
+

p3

27
.

Si ∆ < 0, on aura des valeurs 
omplexes 
onjuguées U = −q

2
+ i

√

−q2

4
− p3

27
, et V =

−q

2
− i

√

−q2

4
− p3

27
. Si ∆ = 0, on aura U = V , 
e qui n'est pas gênant pour la suite de la

résolution. On 
her
he ensuite les ra
ines 
ubiques (
omplexes) des deux nombres U et V , on

les apparie de façon à avoir un produit égal à −p

3
(il y aura toujours trois 
ouples possibles),

en 
al
ulant les sommes u+ v pour 
ha
un des trois 
ouples on trouve trois valeurs possibles

pour Z, qui donnent les trois solutions z = Z + k.

5. Allons-y en 
ommençant par poser Z = z− 1, on a don
 (Z +1)3 − 3(Z +1)2 + (9− 6i)(Z +
1)− 5+12i = 0, soit Z3+3Z2+3Z+1− 3Z2− 6Z− 3+ (9− 6i)Z +9− 6i− 5+12i = 0. En
regroupant un peu, Z3 +6(1− i)Z +2+ 6i = 0. On pose maintenant Z = u+ v pour obtenir

u3+3u3v+3uv2+v3+6(1−i)(u+v)+2+6i = 0, soit u3+v3+3(u+v)(uv+2(1−i))+2+6i = 0.
On va don
 imposer la 
ondition supplémentaire uv = 2i−2, et poser U = u3 et V = v3 pour
obtenir les équations U + V = −2− 6i, et UV = (2i − 2)3 = −8i+ 24 + 24i − 8 = 16 + 16i.
Les nombres U et V sont solution de l'équation du se
ond degré x2+(2+6i)x+16+16i = 0.
Son dis
riminant est égal à ∆ = (2+6i)2−64−64i = 4+24i−36−64−64i = −96−40i. On

her
he δ = a + ib tel que δ2 = ∆, 
e qui donne les 
onditions a2 − b2 = −96 et 2ab = −40.
On a alors le 
hoix entre être très 
ourageux et 
al
uler le module de ∆ (qui vaut 104),
ou bien être observateur et remarquer que a = 2 et b = −10 est un 
ouple solution. On

peut don
 prendre δ = 2 − 10i, et trouver les solutions U =
−2− 6i+ 2− 10i

2
= −8i et

V =
−2− 6i− 2 + 10i

2
= −2 + 2i. Ouf, on obtient deux nombres dont les ra
ines 
ubiques

sont fa
iles à 
al
uler. Pour u, on peut prendre u1 = 2i, u2 = 2iei
2π
3 = 2e−i 5π

6 = −
√
3− i et

u3 = 2iei
4π
3 = 2e−iπ

6 =
√
3− i. Pour V = −2+2i = 2

√
2ei

3π
4
, on obtient v1 =

√
2ei

π

4 = 1+ i ;

v2 = (1 + i)ei
2π
3 = (1 + i)

(

−1

2
+

√
3

2
i

)

=
−1−

√
3

2
+ i

√
3− 1

2
et v3 = (1 + i)ei

4π
3 =
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(1+ i)

(

−1

2
−

√
3

2

)

=

√
3− 1

2
+ i

−1−
√
3

2
. Comme 2i(1+ i) = −2+2i, le 
ouple (u1, v1) est

une solution 
orre
te, qui mène à Z = u1+v1 = 1+3i. De même, u2+v3 = 2iei
2π
3 ×(1+i)ei

4π
3 =

−2+2i, don
 Z = u2+v3 =
−1−

√
3

2
+ i

−3−
√
3

2

onvient. En�n, la troisième possibilité est

Z3 = u3+v2 =

√
3− 1

2
+i

√
3− 3

2
. On en déduit aisément les solutions de l'équation initiale en

se souvenant que z = Z+1 : z1 = 2+3i ; z2 =
1−

√
3

2
− i

3 +
√
3

2
et z3 =

1 +
√
3

2
+ i

√
3− 3

2
.

Problème 3 : homographies du plan 
omplexe (***)

I. Un 
as parti
ulier

1. L'appli
ation est évidemment dé�nie sur C\{1}. Essayons don
 de déterminer sa ré
iproque,

posons Z = f(z) =
iz − 1

z + 1
, alors Zz + Z = iz − 1, soit z(Z − i) = −1 − Z, ou en
ore

z =
Z + 1

i− Z
. Cette expression n'a un sens que si Z 6= i, et donne dans 
e 
as la valeur de

l'unique anté
édent par f de Z. L'appli
ation f est don
 bije
tive de C\{1} vers C\{i}.

2. Cal
ulons don
 f(2) =
2i− 1

3
= −1

3
+

2

3
i ; et f(1 + i) =

i− 1− 1

2 + i
=

(i− 2)(2 − i)

5
=

−3 + 4i

5
= −3

5
+

4

5
i. Pour les anté
édents, on peut exploiter le 
al
ul de la question pré-


édente, on 
onnait déjà la ré
iproque de f . L'unique anté
édent de 2 sera don
 égal à

3

i− 2
=

3(i + 2)

−5
= −6

5
− 3

5
i. Celui de 1 + i est donné par

2 + i

−1
= −2− i.

3. On 
her
he à résoudre l'équation f(z) = z, soit z(z+1) = iz−1, ou en
ore z2+(1−i)z+1 = 0.
Il s'agit d'une équation du se
ond degré de dis
riminant ∆ = (1−i)2−4 = −2i−4. On 
her
he

δ = a + ib tel que δ2 = ∆, 
e qui donne les deux 
onditions a2 − b2 = −4 et ab = −2. En
ajoutant la 
ondittion sur le module, on obtient la troisième équation a2+b2 =

√
20 = 2

√
5. En

soustrayant et additionnant les équations extrêmes, on a 2a2 = 2
√
5−4 et 2b2 = 2

√
5+4, 
e qui

permet de 
hoisir en 
onstatant que a et b sont de signe 
ontraire δ =
√√

5− 2− i
√√

5 + 2.

On trouve alors deux points invariants par f : z1 =
i− 1 + δ

2
et z2 =

i− 1iδ

2
(qu'on peut

é
rire entièrement si on le souhaite, mais ça n'a pas grand intérêt).

4. Posons z = a+ ib, on a alors f(z) =
ai− b− 1

a+ ib+ 1
=

(ai− b− 1)(a+ 1− ib)

(a+ 1)2 + b2

=
a2i+ ai+ ab− ab− b+ ib2 − a− 1 + ib

(a+ 1)2 + b2
=

−b− a− 1 + i(a2 + b2 + a+ b)

(a+ 1)2 + b2
. Pour avoir

une image réelle, z doit don
 véri�er a2 + b2 + a+ b = 0, soit

(

a+
1

2

)2

+

(

b+
1

2

)2

− 1

2
= 0.

On re
onnait l'équation d'un 
er
le de 
entre A

(

−1

2
,−1

2

)

, et de rayon

1√
2
. Pour que l'image

de z soit imaginaire pure, on doit avoir −b− a− 1 = 0, soit b = −a− 1, don
 z appartient à

une droite du plan, d'équation y = −x− 1.

5. Pour avoir f(z) ∈ U, il su�t d'avoir |iz− 1| = |z+1|. En posant z = a+ ib et en élevant tout

au 
arré, on trouve la 
ondition |ia− b−1|2 = |a+ ib+1|2, soit (−b−1)2+a2 = (a+1)2+ b2.
On développe tout : b2 + 1 + 2b + a2 = a2 + 2a + 1 + b2, soit très simplement a = b. Les
nombres 
omplexes ayant une image de module 1 sont don
 situés sur la première bisse
tri
e

des axes (on véri�e par exemple que 
'est le 
as pour 1 + i dont on a 
al
ulé l'image plus

haut :

∣

∣

∣

∣

−3

5
+

4

5
i

∣

∣

∣

∣

=

√

9

25
+

16

25
= 1).
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6. On n'arrive pas à grand 
hose à partir de l'expression de f(z). Mieux vaut repartir de la

ré
iproque : en posant Z = c + id,
Z + 1

i− Z
=

c+ 1 + id

−c+ i(1 − d)
=

(c+ 1 + id)(−c − i+ id)

c2 + (1− d)2
=

−c2 − ic+ icd− c− i+ id− icd + d− d2

c2 + (1− d)2
=

−c2 − c+ d− d2 + i(−c− 1 + d))

c2 + (1− d)2
. Les images

des nombres ayant une partie imaginaire stri
tement positive sont les Z ayant un anté
édent

dont la partie imaginaire est positive, don
 véri�ant −c− 1+ d > 0, autrement dit c+1 < d.
Il s'agit du demi-plan situé au-dessus de la droite d'équation y = x+1 dans le plan 
omplexe.

II. Une étude plus générale

1. Prenons don
 un z ∈ U, qui peut s'é
rire sous la forme eiα. On a alors f(z) =
eiθ

eiα
= ei(θ−α) ∈

U.

2. Comme a /∈ U, on ne peut pas avoir |a| = 1, don
 |aeiα| 6= 1. En parti
ulier, aeiα 6= −1,
don
 le dénominateur ne peut pas s'annuler si z ∈ U. L'appli
ation est don
 dé�nie sur U.

Cher
hons désormais à 
al
uler |f(z)| = |z + a|
|az + 1| =

|z + a|
|azz + z| × |z|. Le nombre z étant de

module 1, |z| = 1 et zz = 1 don
 |f(z)| = |z + a|
a+ z

=
|z + a|
|z + a| = 1, don
 f(z) ∈ U.

3. (a) É
rivons α = a+ib et β = c+id, on a don
 |α+β|2 = (a+c)2+(b+d)2 = a2+b2+c2+d2+
2(ac+ bd). Or, |α|2 = a2+ b2, |β|2 = c2+ d2 et αβ = (a− ib)(c+ id) = ac+ bd+ i(ad− bc)
a pour partie réelle ac+ bd, 
e qui donne bien la formule annon
ée.

(b) Par hypothèse, on doit avoir |f(eiθ)| = 1, 
'est-à-dire |aeiθ + b| = |ceiθ + d|. En élevant au


arré et en utilisant la question pré
édente, |aeiθ|2 + |b|2 + 2Re (aeiθb) = |ceiθ|2 + |d|2 +
2Re (ceiθd), soit en e�et |a|2 + |b|2 + 2Re (abe−iθ) = |c|2 + |d|2 + 2Re (cde−iθ).

(
) É
rivons le nombre β sous forme exponentielle β = reiµ. Pour θ = µ, on a βe−iθ =
reiµe−iµ = r, don
 2Re (βe−iθ = 2r, et on doit don
 avoir α+ 2r = 0. Si au 
ontraire on

prend θ = µ+ π, on trouve βe−iθ = re−iπ = −r, don
 on trouve la 
ondition α− 2r = 0.
En additionnant 
es deux équations, on trouve que 2α = 0 don
 α = 0, puis 2r = 0, soit
|β| = 0, 
e qui implique β = 0.

Or, en faisant passer tout à gau
he dans l'égalité de la question pré
édente, |a|2 + |b|2 −
|c|2 − |d|2 + 2Re ((ab− cd)e−iθ) = 0. En appliquant le 
al
ul qu'on vient d'e�e
tuer, on a

|a|2 + |b|2 − |c|2 − |d|2 = 0 (
'est 
e qui joue le r�le de α) et ab− cd = 0 (
'est notre β).

(d) Si a = 0, la deuxième 
ondition 
i-dessus devient cd = 0, don
 on a soit c = 0 soit d = 0.
Or on a supposé dès le départ que ad− bc 6= 0, don
 on ne peut pas avoir à la fois a = 0
et c = 0. Il ne reste que la possibilité d = 0, dont on déduit |b| = |c|. On peut alors é
rire

que

b

c
∈ U, 
'est-à-dire que

b

c
= eiθ. On en déduit que f(z) =

b

cz
=

eiθ

z
, qui est bien de la

forme étudiée à la première question.

(e) Si a 6= 0, on peut é
rire b =
cd

a
en exploitant notre deuxième 
ondition. En remettant dans

la première, |a|2+
∣

∣

∣

∣

c2d2

a2

∣

∣

∣

∣

= |c|2+ |d|2, soit en multipliant tout par |a|2 (qui est égal à |a|2),
|a|4+ |c|2|d|2 = |a|2|c|2+ |a|2|d|2. On fait tout passer de l'autre 
�té et on peut fa
toriser :

(|a|2 − |c|2)(|a|2 − |d|2) = 0. Celà implique bien |a|2 = |c|2 (don
 |a| = |c| puisqu'on parle

de réels positifs), ou |a|2 = |d|2.

(f) Supposons don
 que |a| = |c|, soit a = ceiθ. On a alors b =
cd

a
=

cd

ce−iθ
= deiθ. Mais on a

alors ad− bc = cdeiθ − cdeiθ = 0, 
e qui est interdit ! On a don
 |a| = |d|, soit a = deiθ, et

b =
cd

a
=

cdeiθ

d
don
 f(z) =

az + b

cz + d
=

deiθz + cdeiθ

d

cz + d
= eiθ

z + c

d
c
d
z + 1

, qui est exa
tement de
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la forme étudiée à la deuxième question en posant a =
c

d
.
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