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Exerie 1 (**)

• f(x) = 0 n'aura pas de solution si ∀x ∈ R, f(x) 6= 0.
• f est onstante se traduit par exemple par ∀(x, y) ∈ R2

, f(x) = f(y) ; ou par ∃a ∈ R, ∀x ∈ R,

f(x) = a. Notez que ∃x ∈ R, ∀y ∈ R, f(x) = f(y) marhe aussi (alors que ça semble moins

fort que la première proposition).

• tout réel a (au moins) un antéédent par f si ∀a ∈ R, ∃x ∈ R, f(x) = a.

• f ne prend pas de valeur négative si ∀x ∈ R, f(x) > 0 (ça, 'est assez faile !).

• tout réel a (au moins) deux antéédents par f si ∀a ∈ R, ∃x ∈ R, ∃y 6= x ∈ R, f(x) = f(y) = a

(il est essentiel que x et y soient distints).

• f ne prend jamais deux fois la même valeur : ∀x ∈ R, ∀y 6= x ∈ R, f(x) 6= f(y). On peut

également proposer ∀(x, y) ∈ R2
, x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y).

Exerie 2 (** à ***)

1. ∀x ∈ R, x > 2 : FAUX, 1 est un des nombreux ontre-exemples évidents.

2. ∃n ∈ N, 2 < n < 4 : VRAI, l'entier 3 onvient (et 'est d'ailleurs le seul).

3. ∀x ∈ R, x2 > x : FAUX, ça ne marhe pas si x ∈]0; 1[, par exemple x = 0.5.

4. ∀x > 0, ∃y > 0, y < x : VRAI (en admettant que x et y sont des réels), on peut toujours

prendre par exemple y =
x

2
.

5. ∀n ∈ N, ∃p ∈ N, p = 2n : VRAI, on ne voit pas bien e qui pourrait nous empêher de

multiplier un entier naturel par 2, et le résultat sera toujours un entier naturel.

6. ∀n ∈ N, ∃p ∈ N, n = 2p : FAUX, e n'est vrai que si n est pair.

7. ∀n ∈ N, ∃p ∈ N, n(n+ 1) = 2p : VRAI, ela revient à dire que n(n+1) est toujours pair. En
e�et, parmi n et n+ 1, l'un des deux nombres est pair et l'autre impair, on obtient don un

nombre pair en faisant leur produit.

8. ∃x ∈ R, ∀y ∈ R, x < y2 : VRAI, pour le oup, tous les x stritement négatifs sont des

exemples.

9. ∀x ∈ R, ∃y > 0, y = ln(x) : FAUX, la fontion ln n'est même pas dé�nie sur R, et même

quand elle est dé�nie, ln(x) n'est pas toujours stritement positif.

10. Comme 'est érit, 'est faux, puisque je n'ai pas préisé que y > x, e qui pose problème

dans l'enadrement �nal. Toutefois, en remplaçant ∀y 6= x par ∀y > x, l'énoné est vrai mais

pas évident à prouver. Il existe néessairement un entier n pour lequel

1

n
< y − x, puisque

1

n
tend vers 0 et y − x > 0. Notons alors p le plus grand entier naturel (dans le as où x et y
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sont positifs) pour lequel

k

n
6 x. Un tel entier existe ette fois-i ar

k

n
tend vers +∞ quand

k tend vers +∞. Par dé�nition de k,
k + 1

n
> x, mais on ne peut pas avoir

k + 1

n
> y, sinon

les inégalités

k

n
< x < y <

k + 1

n
impliqueraient

1

n
> y − x. Le nombre rationnel

k + 1

n
est

don stritement ompris entre x et y.

Exerie 3 (*)

C'est extrêmement méanique et peu palpitant :

• ∃x ∈ R, x < 2
• ∀x ∈ N, x ∈]−∞; 2] ∪ [4;+∞[
• ∃x ∈ R, x2 < x

• ∃x > 0, ∀y > 0, x 6 y

• ∃n ∈ N, ∀p ∈ N, p 6= 2n
• ∃n ∈ N, ∀p ∈ N, n 6= 2p
• ∃n ∈ N, ∀p ∈ N, n(n+ 1) 6= 2p
• ∀x ∈ R, ∃y ∈ R, y2 6 x

• ∃x ∈ R, ∀y > 0, y 6= ln(x)
• ∃x ∈ R, ∃y 6= x, ∀z ∈ Q, z 6 x ou z > y

Exerie 4 (*)

• A = (3x + 1)4 = ((3x + 1)2)2 = (9x2 + 6x + 1)2 = 81x4 + 36x2 + 1 + 108x3 + 18x2 + 12x =
81x4 + 108x3 + 54x2 + 12x+ 1

• B = 2x2 − 12x+ 18 = 2(x2 − 6x+ 9) = 2(x− 3)2

• C = 4x2 − 16 = (2x+ 4)(2x − 4) = 4(x+ 2)(x− 2)
• D = (2x − 6)(x + 2) − (x + 1)(x − 3) + 2x(3 − x) = (x − 3)(2(x + 2) − (x + 1) − 2x) =
(x− 3)(−x+ 3) = −(x− 3)2

• E = (2x+1)3 +(2x+1)2+2x+1 = (2x+1)((2x+1)2 +2x+1+1) = (2x+1)(4x2 +6x+3)

Exerie 5 (*)

1. A =
2

10
=

1

5
2. B = 2

√
2−

√
6 + 10

√
3− 15 (ne peut pas se simpli�er davantage).

3. C =
3
√
72

2
√
162

=
3
√
23 × 32

2
√
2× 34

=
2× 32 ×

√
2

2× 32
√
2

= 1

4. D =
25 × 25 × 3−4 × 36

38 × 15× 100
=

25 × 52 × 3−4 × 22 × 32

38 × 3× 5× 22 × 52
=

25

311 × 5

5. E =
24

36
− 15

36
+

4

36
− 30

36
= −17

36

6. F =
1− 1

2
+ 2

3

1− 1

2
+ 3

2

=
6−3+4

6

2
=

7

12

7. Pour aluler G, trihons un peu et élevons-le au arré :G2 = 4−2
√
3+2

√

(4− 2
√
3)(4 + 2

√
3)+

4 + 2
√
3 = 8 + 2

√
16− 12 = 8 + 4 = 12. On fait bien attention au fait que G < 0 (puisque

4 + 2
√
3 > 4− 2

√
3) pour onlure que G = −

√
12 = −2

√
3.
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Exerie 6 (*)

• Commençons par onstater que |x| 6 5 ⇔ −5 6 x 6 5, don B = [−5; 5].
• Sans di�ulté, A ∪B = [4; 7] ∪ [−5; 5] = [−5; 7].
• L'ensemble A∩C est onstitué des nombres entiers naturels appartenant à A, don A∩C =
{4; 5; 6; 7}.

• Un exemple élémentaire de omplémentaire, on fait attention au sens des rohets : R\B =
R\[−5; 5] =]−∞;−5[∪]5;+∞[.

• Pour déterminer A∩C, il faut enlever dans l'ensemble A tous les nombres qui appartiennent

à C, 'est-à-dire qui sont des entiers naturels : A ∩ C =]4; 5[∪]5; 6[∪]6; 7[
• L'ensemble (A∪B)∩C est ontitué des entiers relatifs appartenant à A∪B, ensemble alulé

plus haut, don (A ∪B) ∩ C = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7}.
• A∪ (B ∩C) = [4; 7]∪{0; 1; 2; 3} (inutile d'inlure les entiers 4 et 5 dans le deuxième ensemble

puisque eux-i sont déjà inlus dans le premier intervalle).

• A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) =] − ∞;−5[∪]7;+∞[∪{0; 1; 2; 3} (inutile d'inlure une

deuxième fois les entiers stritement plus grands que 7).

Exerie 7 (***)

1. La relation de parallélisme est ré�exive (une droite est parallèle à elle-même), et transitive (si

d et d′ d'un oté, et d′ et d′′ de l'autre sont parallèles, alors d et d′′ sont parallèles), mais pas

antisymétrique. Au ontraire, la relation est symétrique : si d est parallèle à d′, alors d′ est

automatiquement parallèle à d. La relation de parallélisme est en fait e qu'on appelle une

relation d'équivalene.

2. La relation d'inlusion est ré�exive, transitive (si E ⊂ F et F ⊂ G, alors E ⊂ G), et

antisymétrique puisque E ⊂ F et F ⊂ E implique bien E = F . Il s'agit don d'une relation

d'ordre, qui n'est pas le moins du monde totale (par exemple, si E = [0; 1] et F = [2; 3], on
n'a ni E ⊂ F ni F ⊂ E). Le plus grand élément pour ette relation est R, le plus petit est ∅.

3. La relation R est sûrement ré�exive puisque aa 6 aa. Elle n'est par ontre pas transitive :

par exemple 7R2 puisque 72 = 49 < 27 = 128 ; 2R3 puisque 23 = 8 < 32 = 9, mais on n'a pas

37 < 73 (en e�et, 37 = 2 187 et 73 = 343). Elle n'est pas non plus antisymétrique : 2R4 et 4R2
sont tous les deux véri�és puisque 24 = 16 = 42. Il y a un plus petit élément tout de même

pour ette relation puisque 1Rb est véri�é quel que soit l'entier b. Il y a également un plus

grand élément qui est 3 (f plus bas). Si on enlève les as partiulier 1 et 2, on peut en fait

prouver que la relation R oïnide ave la relation > (et qu'il s'agit don d'une relation d'ordre

dont le plus grand élément est toujours 3 mais qui ne possède plus de plus petit élément). En

e�et, aRb est équivalent à b ln(a) 6 a ln(b). Si on pose fa(x) = a ln(x) − x ln(a), la fontion

a pour dérivée

a

x
− ln(a), qui s'annule en x =

a

ln(a)
. La fontion est don roissante puis

déroissante. Or, elle s'annule ertainement en x = a, ave a >
a

ln(a)
puisque a est supposé

supérieur à 3. On a don fa(x) < 0 si x > a, et en partiulier bRa si b > a. Sur l'intervalle

[3; a], la fontion fa est roissante puis déroissante, reste à véri�er le signe de fa(3). Or,
fa(3) = a ln(3) − 3 ln(a) = −f3(a), don on vient d'expliquer que 'était néessairement

positif si a > 3. La fontion fa est don positive sur [3, a], et ela prouve que aRb si b 6 a.

Notre relation est don bien une relation d'ordre total (assez élémentaire qui plus est !).

4. La relation R est ertainement ré�exive, transitive (si f(x) 6 g(x) 6 h(x) pour tout réel alors
f(x) 6 h(x)), mais également antisymétrique (en e�et si f(x) 6 g(x) et g(x) 6 f(x), alors
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f(x) = g(x) et ette relation est vraie pour tous les réels). C'est don une relation d'ordre. Ce

n'est pas du tout une relation d'ordre total, si on prend par exemple f(x) = x et g(x) = −x,

on ne peut pas les omparer à l'aide de la relation R (si x < 0, f(x) < g(x), mais si x > 0,
g(x) < f(x)). Il n'y a pas non plus de plus grand élément (une fontion ne peut pas être

supérieure à toutes les fontions onstantes, enore moins à toutes les fontions tout ourt)

ni de plus petit élément.

5. La relation R est ré�exive (puisque |0| 6 0), mais aussi transitive (si |x′ − x| 6 y′ − y et

|x′′−x′| 6 y′′−y′, alors par inégalité triangulaire |x′′−x| 6 |x′′−x′|+|x′−x| 6 y′′−y′+y′−y 6

y′′ − y) et antisymétrique : si |x′ − x| 6 y′ − y et |x− x′| 6 y − y′, alors on a néessairement

y − y′ = 0 (sinon l'un des deux membres de droite des inégalités préédentes est stritement

négatif, et une valeur absolue ne peut pas lui être inférieure !), puis |x− x′| = 0, soit x = x′.

Les deux ouples oïnident don. La relation d'ordre n'est pas totale, par exemple (0, 0) et
(1, 0) ne sont pas omparables puisqu'on a alors y− y′ = y′− y = 0, mais |x−x′| = 1. Il n'y a

pas de plus grand ni de plus petit élément pour R (pour un ouple �xé, on peut par exemple

toujours trouver un autre ouple tel que y− y′ < 0 qui ne peut don pas être plus grand). Un

plus grand élément pour le disque trigonométrique serait néessairement le point du disque

ayant la plus grande ordonnée (pour que le membre de droite dans la relation R ne soit jamais

stritement négatif, sinon on ne peut plus omparer ave un autre élément du disque), à savoir

le point (0, 1). Mais e point n'est pas plus grand que tous les autres du disque trigo, par

exemple (0.6; 0.6) est un point du disque trigonométrique, mais |0.6 − 0| > 1− 0.6. On peut

par ontre trouver une borne supérieure, en l'ourene le ouple (0,
√
2).

Exerie 8 (* à ***)

1. Ce trin�me a pour disriminant ∆ = 25 − 4 × 6 = 1, don admet deux raines réelles x1 =
5 + 1

2
= 3, et x2 =

5− 1

2
= 2, don S = {2; 3}.

2. On onstate que 1 est raine de e polynome puisque 2−4+3−1 = 0. On peut don fatoriser

par x− 1 : (2x3 − 4x2 +3x− 1) = (x− 1)(ax2 + bx+ c) = ax3 + (b− a)x2 + (c− b)x− c. Par

identi�ation, on obtient a = 2, b = −2 et c = 1, don 2x3−4x2+3x−1 = (x−1)(2x2−2x+1).
Cherhons les raines de e dernier trinome, qui a pour disriminant ∆ = 4− 8 = −4. Il n'y
a don pas de raines réelles, et onernant l'équation initiale, S = {1}.

3. Posons X =
√
x (en notant au passage que l'équation ne peut avoir de sens que si x > 0

et X > 0). L'équation devient alors X2 = X + 2, soit X2 − X − 2 = 0. Ce trinome a pour

disriminant ∆ = 1 − 4 × (−2) = 9, et admet don deux raines réelles X1 =
1 + 3

2
= 2 et

X2 =
1− 3

2
= −1. Cette dernière solution est à exlure. Comme on a, par dé�nition de X,

x = X2
, on obtient don S = {4}.

4. x3 + 5x2 6 6x ⇔ x(x2 + 5x − 6) 6 0. Dans le but de faire un tableau de signe, herhons

les raines de la parenthèse, qui a pour disriminant ∆ = 25 + 4 × 6 = 49, don admet deux

raines réelles x1 +
−5− 7

2
= −6 et x2 =

−5 + 7

2
= 1. On en déduit le tableau de signes

suivant :

x −6 0 1

x − − 0 + +

x2 + 5x− 6 + 0 − − 0 +

x3 + 5x2 − 6 − 0 + 0 − 0 +
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On en onlut que S =]−∞;−6] ∪ [0; 1[

5.

2x− 3

x2 − 4
< 1 ⇔ 2x− 3− (x2 − 4)

x2 − 4
< 0 ⇔ x2 − 2x− 1

x2 − 4
> 0. Le dénominateur a pour raines

−2 et 2. Quant au numérateur, il a pour disriminant ∆ = 4 + 4 = 8, et admet deux raines

réelles x1 =
2−

√
8

2
= 1−

√
2 et x2 =

2 +
√
8

2
= 1 +

√
2. D'où le tableau de signes suivant :

x −2 1−
√
2 2 1 +

√
2

x2 − 2x− 1 + + 0 − − 0 +

x2 − 4 + 0 − − 0 + +
x
2
−2x−1

x
2−4

+ − 0 + − 0 +

Conlusion : S =]−∞;−2[∪]1 −
√
2; 2[∪]1 +

√
2;+∞[.

6. Il manquait un x dans l'énoné, nous allons résoudre l'équation (m − 1)x2 − 2(m − 2)x +
m + 1 = 0. Commençons par onstater que l'équation n'est pas une équation du seond

degré si m = 1. Elle se résume alors à 2x + 2 = 0, qui a pour unique solution x = −1.
Dans le as général m 6= 1, on peut aluler le disriminant de l'équation : ∆ = 4(m −
2)2 − 4(m − 1)(m + 1) = 4(m2 − 4m + 4 − m2 + 1) = 4(5 − 4m). Si 5 − 4m > 0, soit

m <
5

4
(en exluant bien sûr le as m = 1), notre équation admet deux solutions réelles

x1 =
2(m− 2)− 2

√
5− 4m

2(m− 1)
=

m− 2−
√
5− 4m

m− 1
, et x2 =

m− 2 +
√
5− 4m

m− 1
. Dans le as où

m >
5

4
, le disriminant est stritement négatif, et on a ette fois-i deux solutions omplexes

onjuguées z1 =
m− 2− i

√
4m− 5

m− 1
et z2 =

m− 2 + i
√
4m− 5

m− 1
. En�n, dans le as où m =

5

4
,

l'équation admet une solution unique x0 =
2(m− 2)

2(m− 1)
=

5

4
− 2

5

4
− 1

= −3.

Exerie 9(**)

Pour haque inégalité, le plus simple est de aluler la di�érene des deux membres et de détermi-

ner son signe. Par exemple, y−m = y− x+ y

2
=

y − x

2
> 0 puisqu'on a supposé x 6 y, e qui prouve

que m 6 y. De même, h−x =
2xy

x+ y
−x =

2xy − x2 − xy

x+ y
=

x(y − x)

x+ y
> 0, e qui prouve que x 6 h.

Calulons maintenant m − g =
x+ y

2
− √

xy =
x− 2

√
xy + y

2
=

(
√
x−√

y)2

2
> 0, don g 6 m.

En�n, il nous reste à étudier g − h =
√
xy − 2xy

x+ y
=

√
xy(x+ y − 2

√
xy)

x+ y
=

√
xy(

√
x−√

y)2

x+ y
> 0,

et notre dernière inégalité est bien prouvée.

Exerie 10 (***)

• Comme 2 6 2x 6 8 et −15 6 −3y 6 −6, on obtient −12 6 2x− 3y + 1 6 3.
• Comme 1 6 x 6 4 et −1 6 y − 3 6 2, on obtient −4 6 x(y − 3) 6 8 (séparez les as

suivant le signe de y si vous n'êtes pas sûrs de vous pour e genre de as). On aurait aussi

pu dire que x(y − 3) = xy − 3x, or 2 6 xy 6 20 et −12 6 −3x 6 −4, mais on obtient alors

−10 6 x(y − 3) 6 16, e qui est un enadrement nettement moins préis que le préédent.
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• Comme −3 < z < 3 ; −3

2
<

z

2
<

3

2
.

• Comme 3 6 3x 6 12 et

1

6
6

1

y + 1
6

1

3
, on obtient

1

2
6

3x

y + 1
6 4.

• Comme −5 < z − 2 < 1, on obtient

1

z − 2
< −1

5
ou

1

z − 2
> 1 (on est obligés de distinguer

deux as suivant le signe de z).

• On peut bien sûr enadrer x2 − 4x + 4 terme par terme (e qui donne �nalement −11 6

x2 − 4x+4 6 16), mais il est beauoup plus e�ae de onstater que x2 − 4x+4 = (x− 2)2.
Comme −1 6 x− 2 6 2, on a alors 0 6 x2 − 4x+ 4 6 4.

• Comme

1

4
6

1

y − 1
6 1 et −7 < z − 4 < −1 ⇒ −28 < x(z − 1) < −1, on obtient −28 <

x(z − 4)

y − 1
< −1

4
.

• On a 2 6 xy 6 20, don
√
2 6

√
xy 6 2

√
5, et −1 < 2 − z < 5, don −3e5 < −3e2−z < −3

e
,

d'où �nalement

√
2− 3e5 <

√
xy − 3e2−z < 2

√
5− 3

e
.

Exerie 11 (* à **)

1. |x− 3| > 5 signi�e que x− 3 > 5 ou x− 3 6 −5, d'où S =]−∞;−2] ∪ [8;+∞[.

2. |2x − 4| = |3x + 2| ↔ 2x − 4 = 3x + 2 ou 2x − 4 = −3x − 2 soit −x = 6 ou 5x = 2, et

S =

{

−6;
2

5

}

3. |x2 − 8x + 11| = 4 revient à dire que x2 − 8x + 11 = 4 ou x2 − 8x + 11 = −4. Il ne reste

plus qu'à résoudre es deux équations du seond degré. La première a pour disriminant ∆ =

64−4×7 = 36, et admet deux raines réelles x1 =
8− 6

2
= 1 et x2 =

8 + 6

2
= 7. La deuxième

a pour disriminant ∆ = 64 − 4 × 15 = 4, et admet deux raines réelles x3 =
8− 2

2
= 3 et

x4 =
8 + 2

2
= 5. Finalement, S = {1; 3; 5; 7}.

4. Pas besoin de se fatiguer pour elle-là, le membre de gauhe étant manifestement positif ('et

une somme de deux valeurs absolues), il ne sera jamais stritement inférieur à −2, don S = ∅.
5. Il n'y a pas de méthodes �ables pour s'en sortir par le alul, le mieux est don d'érire

l'inéquation sous la forme |x − 2| − |4x + 2| > 0, et de faire un � tableau de signes �pour

simpli�er le membre de gauhe :

x −∞ −1

2
2 +∞

|x− 2| −x+ 2 −x+ 2 0 x− 2

|4x+ 2| −4x− 2 0 4x+ 2 4x+ 2

|x− 2| − |4x+ 2| 3x+ 4 −5x −3x− 4

Comme 3x+4 > 0 ⇔ x > −4

3
, les réels de l'intervalle

[

−4

3
;−1

2

]

sont solutions de l'équation

initiale (on ne garde bien sûr que les valeurs de x appartenant à l'intervalle sur lequel l'ex-

pression 3x + 4 est valide). De même, on a −5x > 0 ⇔ x 6 0, don l'intervalle

[

−1

2
; 0

]

est
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aussi solution. En�n, −3x−4 > 0 ⇔ x 6 −4

3
, e qui n'ajoute pas de solutions. En regroupant

le tout, on obtient don S =

[

−4

3
; 0

]

.

6. Ii, di�ile d'être tenté de faire quoi que e soit d'autre qu'un tableau :

x −∞ 3

2
3 7 +∞

|2x− 3| −2x+ 3 0 2x− 3 2x− 3 2x− 3

|3− x| 3− x 3− x 0 −3 + x −3 + x

|x− 7| −x+ 7 −x+ 7 −x+ 7 0 x− 7

|2x− 3|+ |3− x| − |x− 7| −2x− 1 2x− 7 4x− 13 2x+ 1

Ne restent plus qu'à résoudre pas moins de quatre équations, et à véri�er si les solutions

obtenus appartiennent au bon intervalle à haque fois : −2x − 1 = 2 ⇔ x = −3

2
, solution

aeptable ; 2x−7 = 2 ⇔ x =
9

2
, solution rejetée ; 4x−13 = 2 ⇔ x =

15

4
, solution aeptable ;

2x+ 1 = 2 ⇔ x =
1

2
, solution rejetée. Bilan : S =

{

−3

2
;
15

4

}

.

7. |ex − 3| < 1 ⇔ −1 < ex − 3 < 1 ⇔ 2 < ex < 4 ⇔ ln 2 < x < ln 4, don S =] ln 2; ln 4[.

8. On peut ommener par onstater que le seond membre doit être positif pour que l'équation

puisse avoir une solution, et don résoudre uniquement sur [5;+∞[. On a alors, en élevant au

arré (tout est positif) |x2 − 1| = (x − 5)2, soit x2 − 1 = x2 − 10x + 25 (la valeur absolue à

gauhe est super�ue, e qui est à l'intérieur est positif sur notre intervalle d'étude). Reste la

très simple équation 10x = 26, dont la solution n'appartient pas à notre intervalle d'étude,

d'où S = ∅.
9. On se demande e que ette question fait ii, perdue au milieu d'un exerie sur les valeurs

absolues. Mais passons, on peut multiplier par x2− 2x+3 (qui a un disriminant stritement

négatif et ne s'annule don jamais) pour obtenir l'équation équivalente x2 − x− 2 = k(x2 −
2x+3), soit (1− k)x2 +(2k− 1)x− (3k+2) = 0. Dans le as partiulier k = 1, l'équation est

une équation du premier degré qui ne peut pas avoir deux solutions. Dans les autres as, on

aura deux solutions réelles si le disriminant de l'équation est stritement positif. On alule

don ∆ = (2k − 1)2 + 4(1 − k)(3k + 2) = 4k2 − 4k + 1 + 4(−3k2 + k + 2) = −8k2 + 9.

On veut que ette expression soit stritement positive, e qui se produit quand k2 <
9

8
, soit

k ∈
]

− 3

2
√
2
,

3

2
√
2

[

. Il faut bien sûr supprimer 1 de et intervalle pour obtenir l'ensemble des

valeurs de k onvenables.

Exerie 12 (**)

Pour ontourner le problème, élevons au arré l'égalité qui nous est donnée dans l'énoné :

(

√

a

b
+

√

b

a

)2

=
a

b
+2+

b

a
= (

√
5)2 = 5, don

a

b
+

b

a
= 3. Élevons maintenant au arré l'expression

qu'on nous demande de aluler (ave ou sans valeur absolue, ça ne hange rien) :

(

√

a

b
−
√

b

a

)2

=

7



a

b
− 2 +

b

a
= 1 en exploitant le alul préédent. Notre nombre a don un arré égal à 1, et il est

positif ('est une valeur absolue), il vaut forément 1.

Exerie 13 (**)

1. La fontion x 7→ 2x − 1 est toujours roissante, et s'annule en

1

2
. De là, il est aisé d'obtenir

le tableau de variations de f , ainsi que sa ourbe :

x −∞ 1

2
+∞

f
❅
❅
❅❘−4

�✒
�

�

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

−1

−2

−3

−4

−5

2. On ommene par étudier variations et signe de e qui se trouve à l'intérieur de la valeur

absolue. Le trinome a pour disriminant ∆ = 9 − 8 = 1, et admet deux raines réelles

x1 =
3 + 1

2
= 2 et x2 =

3− 1

2
= 1. De plus, x2 − 3x+2 a pour dérivée 2x− 3, et admet don

un minimum en x =
3

2
, de valeur

9

4
− 9

2
+ 2 = −1

4
. On en déduit le tableau et la ourbe :

x −∞ 1
3

2
2 +∞

f
❅
❅
❅❘
0

✟✯✟✟

1

4❍❍❍❥0

�✒
�

�

8



0 1 2 3 4−1−2

0

1

2

3

4

3. La fontion f est dé�nie sur R, mais il vaut mieux essayer de l'exprimer de di�érentes façons

selon la valeur de x. Si x > 3, on a f(x) =
1

2
x +

1

3

√
x2 − 9, et la fontion est roissante

sur [3;+∞[ en tant que somme de deux fontion roissantes. Sur les deux autres intervalles

à étudier, les aluls vont être un tout petit peu plus pénibles... Començons par exemple

par [−3; 3], intervalle sur lequel f(x) =
1

2
x +

1

3

√
9− x2. On a sur et intervalle f ′(x) =

1

2
+
1

3

−2x

2
√
9− x2

=
3
√
9− x2 − 2x

6
√
9− x2

. Cette dérivée est positive sur [−3; 0], mais s'annule lorsque

x > 0 et 3
√
9− x2 = 2x, soit (en passant tout au arré) 9(9 − x2) = 4x2, ou enore 81 =

13x2. La fontion f est don roissante sur

[

−3;

√

81

13

]

, et déroissante sur

[

√

81

13
; 3

]

(pour

information, la valeur un peu bizarre vaut environ 2, 5). Ne reste plus qu'à s'ouper de

l'intervalle ] − ∞;−3], où la fontion est égale à

1

2
x +

1

3

√
x2 − 9. Un alul extrêmement

similaire au préédent montre que la dérivée s'annule lorsque 3
√
x2 − 9 = −2x, soit 9(x2 −

9) = 4x2. On obtient don un autre minimum loal pour x = −
√

81

5
(un peu avant −4).

On peut même, ave un peu de motivation, aluler les valeurs de nos maxima loaux :

f

(

− 9√
5

)

= − 9

2
√
5
+

1

3

√

81

5
= − 9

2
√
5
+

6

3
√
5

= − 5

2
√
5

= −
√
5

2
≃ −1, 12. De même, on

obtient f

(

9√
13

)

=

√
13

2
≃ 1, 8 Voii don le magni�que tableau de variations et la non

moins superbe ourbe représentative de la fontion f :

x −∞ − 9√
5

−3
9√
13

3 +∞

f
✟✯✟✟

−
√
5

2 ❍❍❍❥−3

2

�✒
�

�

√
13

2 ❍❍❍❥3

2

✟✯✟✟
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0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

Complément pour les plus motivés : étude des asymptotes à la ourbe représentative de f .

On onstate sans di�ulté que lim
x→+∞

f(x) = +∞. C'est moins évident de l'autre �té : on

peut érire f(x) =
1

2
x +

1

3

√

x2
(

1− 9

x2

)

(si x < −3). Attention, omme x < 0, on a

√
x2 = −x, don f(x) =

1

2
x − 1

3
x

√

1− 9

x2
= x

(

1

2
− 1

3

√

1− 9

x2

)

. La parenthèse auant

pour limite

1

2
− 1

3
=

1

6
en −∞, on en déduit que lim

x→−∞

f(x) = −∞. En reprenant le alul

qu'on vient d'e�etuer, on obtient sans problème lim
x→−∞

f(x)

x
=

1

6
. Reste maintenant à aluler

f(x)− 1

6
x =

1

3
x− 1

3
x

√

1− 9

x2
=

x

3

(

1−
√

1− 9

x2

)

. On a une belle forme indéterminée, mais

un petit oup de quantité onjuguée permet de s'en sortir : f(x)− 1

6
x =

x

3
× 1− 1 + 9

x
2

1 +
√

1− 9

x
2

=

3

x(1 +
√

1− 9

x
2 )
, qui a une limite nulle en −∞. ON en déduit que la droite d'équation y =

1

6
x

est asymptote oblique à notre ourbe en −∞. En +∞, le alul est quasiment le même, sauf

que 'est un x et non un −x qui sort de la raine arrée quand on fatorise, e qui donne une

limite pour

f(x)

x
égale à

1

2
+

1

3
=

5

6
. On obtient ensuite de même que la droite d'équation

y =
5

6
x est asymptote oblique à la ourbe en +∞.

Enore un alul possible, elui du signe de f . La fontion est lairement positive si x > 0,

et elle s'annule sur R−
si

1

3

√

|x2 − 9| = −1

2
x. En élevant au arré (tout est positif ave notre

hypothèse), on trouve

1

9
|x2−9| = 1

4
x2. Ce qui nous laisse deux possibilités : soit

x2 − 9

9
=

1

4
x2,

10



e qui donne x2
(

1

9
− 1

4

)

= 1, e qui est impossible (on obtient une valeur négative pour x2),

soit

9− x2

9
=

1

4
x2, soit x2

(

1

9
+

1

4

)

= 1, don
13

36
x2 = 1, et x = − 6√

13
(on ne garde que la

valeur négative), soit x ≃ −1.66.
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