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Exerie 1

A. Calul matriiel.

1. Un alul trivial donne A2 =





1 0 1
0 2 0
1 0 1





, puis A3 =





0 2 0
2 0 2
0 2 0





, soit e�etivement

A3 = 2A.

2. Puisque A est la matrie représentative de f dans la base anonique, on a f(x, y, z) =
(y, x+ z, y). On en déduit que u(x, y, z) ∈ ker(f) ⇔ y = z + x = 0, soit y = 0 et z = −x.
Autrement dit, ker(f) = {(x, 0,−x) | x ∈ R} = Vect((1, 0,−1)). L'unique veteur (1, 0,−1)
onstitue bien entendu une base de e noyau puisqu'il est non nul.

E�etuons un alul similaire pour le seond noyau, en résolvant le système







y =
√
2x

x + z =
√
2y

y =
√
2z

. Ce système se résout tout seul : x = z =

√
2

2
y, et l'équation du

milieu est alors automatiquement véri�ée. Autrement dit, ker(f−
√
2 id) = {(x,

√
2x, x) | x ∈

R} = Vect((1,
√
2, 1)), et l'unique veteur (1,

√
2, 1) onstitue enore une fois manifestement

une base du noyau.

3. Pour ne pas avoir à faire plusieurs fois les mêmes aluls, on peut antiiper en regar-

dant e qui est demandé à la question suivante et noter immédiatement P la matrie de

la famille B′
(on ne sait pas enore qu'il s'agit d'une base) dans la base anonique, soit

P =





1 1 1

0
√
2 −

√
2

−1 1 1





. La famille B′
est une base de R

3
si et seulement si ette matrie

P est inversible, e qu'on va véri�er en lui appliquant l'algorithme du pivot de Gauss.
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P =





1 1 1

0
√
2 −

√
2

−1 1 1



 I =





1 0 0
0 1 0
0 0 1





L3 ← L1 − L3





1 1 1

0
√
2 −

√
2

2 0 0









1 0 0
0 1 0
1 0 −1



 L2 ←
√
2L2

L3 ↔ L1





2 0 0
0 2 −2
1 1 1









1 0 −1
0
√
2 0

1 0 0





L3 ← 2L3 − L1 − L2





2 0 0
0 2 −2
0 0 4









1 0 −1
0
√
2 0

1 −
√
2 1



 L2 ← 2L2 + L3





2 0 0
0 4 0
0 0 4









1 0 −1
1
√
2 1

1 −
√
2 1





L1 ← L1/2
L2 ← L2/4
L3 ← L3/4





1 0 0
0 1 0
0 0 1





1

4





2 0 −2
1
√
2 1

1 −
√
2 1





La matrie P est don inversible, et P−1 =
1

4





2 0 −2
1
√
2 1

1 −
√
2 1





.

4. On l'a déjà fait à la question préédente : P =





1 1 1

0
√
2 −

√
2

−1 1 1





.

5. On l'a déjà fait à la question préédent la question préédente : P−1 =
1

4





2 0 −2
1
√
2 1

1 −
√
2 1





.

6. Le but de la question est bien entendu d'utiliser la formule du ours A′ = P−1AP , où

A est la matrie de f dans la base anonique ('est la dé�nition même de f qui nous le

on�rme). Il ne reste plus qu'à e�etuer le produit matriiel : AP =





0
√
2 −

√
2

0 2 2

0
√
2 −

√
2





, puis

A′ = P−1AP =
1

4





0 0 0

0 4
√
2 0

0 0 −4
√
2





, soit A′ =





0 0 0

0
√
2 0

0 0 −
√
2





. Alternativement, les

plus paresseux auront onstaté que f(u) = 0 (e qui déoule du alule du noyau de f),
f(v) =

√
2v (déoule du alul du deuxième noyau de la question 2), et f(w) = −

√
2w (là

il faut érire le alul), e qui traduit exatement le fait que la matrie de f dans la base

(u, v, w) est diagonale, ave omme oe�ients 0,
√
2 et −

√
2 sur la diagonale.
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B. Étude d'une appliation linéaire.

1. Par dé�nition (et d'après le alul de A2
e�etué dans la première partie de l'exerie),

F = {aI + bA+ cA2 | (a, b, c) ∈ R
3} = Vect(I, A,A2), e qui su�t à prouver que F est bien

un sous-espae vetoriel deM3(R) et que (I, A,A
2) forme une famille génératrie de F . Or,

la famille (I, A,A2) est également libre : si on suppose que aI + bA + cA2 = 0, ave a, b
et c trois réels quelonques, la nullité des trois oe�ients sur la première olonne impose

a+ c = b = c = 0, don a = b = c = 0. La famille est don libre, et il s'agit don d'une base

de F , qui est aessoirement un espae vetoriel de dimension 3.

2. Soit ∀M ∈ F , d'après la question préédente, M = aI+bA+cA2
, don AM = aA+bA2+cA3

.

Or on a prouvé dans la première partie que A3 = 2A, don AM = (a + 2c)A + bA2 ∈ F
(puisque ette matrie est ombinaison linéaire de deux matries appartenant à F ).

3. (a) On vient de prouver que AM ∈ F pour toute matrie M ∈ F , e qui prouve que

l'appliation g est bien dé�nie et à valeurs dans F . Reste à prouver qu'elle est linéaire :

si M et N sont deux matries de F et λ ∈ R, alors g(λM +N) = A(λM +N) = λAM +
AN = λg(M)+ g(N), e qui prouve la linéarité de g, qui est don un endomorphisme de

l'espae vetoriel F .

(b) On a déja plus ou moins alulé plus haut g(I) = A, g(A) = A2
et g(A2) = A3 = 2A,

e qui donne immédiatement pour matrie de g dans la base (I, A,A2) la matrie B =




0 0 0
1 0 2
0 1 0





.

() Deux possibilités : soit on proède matriiellement, soit on e�etue un alul diret à

partir de la dé�nition de g. Si on hoisit ette deuxième option, on alule g ◦ g(M) =
A2M , puis g ◦ g ◦ g(M) = A3M = 2AM = 2g(M), e qui prouve bien que g3 = 2g
(l'égalité est vraie quelle que soit la matrie M). Sinon, à l'aide de la matrie alulée à

la question préédente, il su�t de véri�er que B3 = 2B (e qui est faile) pour onlure.

(d) D'après la question préédente, on a g ◦ (g2− 2 id) = g3− 2g = 0, e qui su�t à a�rmer

que Im(g2 − 2 id) ⊂ ker(g2). En e�et (si on ne onnait pas e théorème), si y ∈ F est un

élément de l'image de g2−2 id, ela signi�e qu'on peut trouver un x appartenant à F tel

que y = g2(x)− 2x, mais alors g(y) = g3(x)− 2g(x) = 0 d'après la question préédente,

e qui prouve que y ∈ ker(g), et don l'inlusion souhaitée.

(e) Soit M ∈ F , d'après la question 1, on peut érire que M = aI + bA + cA2
, puis que

g(M) = (a+2c)A+bA2
. Comme (I, A,A2) forme une base de F , la matrie g(M) est nulle

si et seulement si a+2c = b = 0, soit b = 0 et a = −2c, ou enore si M = c(A2−2I), ave
c ∈ R. Autrement dit, ker(g) = Vect(A2 − 2I), et l'unique matrie (non nulle) A2 − 2I
forme une base de e noyau.

(f) D'après le théorème du rang, dim(ker(g)) + dim(Im(g)) = dim(F ) = 3. Or, la question

préédente montre que dim(ker(g)) = 1, don dim(Im(g)) = 2.

(g) On onstate aisément que g(I+A) = A+A2
, mais rien de nous prouve que 'est la seule

matrie pour laquelle l'égalité est vraie. En fait, on sait même que e n'est pas le as :

g(M) = A + A2 ⇔ g(M) = g(I + A) ⇔ g(M − I − A) = 0 ⇔ M − I − A ∈ ker(g). On

a déterminé le noyau de g plus haut, on peut don onlure que tous les antéédents de

A + A2
par l'appliation g sont les matries de la forme M = I + A + c(A2 − 2I), ave

c ∈ R.
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Exerie 2

I. Étude de la fontion f .

1. La fontion f est dé�nie en x si 1 + x > 0 et x 6= 0, don Df =]− 1, 0[∪]0,+∞[.

2. Dire que f(x) =
x→+∞

o(
√
x) revient simplement à dire que lim

x→+∞

f(x)√
x

= 0. Or,

f(x)√
x

=

ln(1 + x)

x
3

2

. Si on veut être très rigoureux, on érit que

ln(1 + x)

x
3

2

=
ln(x)

x
3

2

+
ln(1 + 1

x
)

x
3

2

. Le

deuxième quotient a une limite nulle de façon évidente, et pour le premier il s'agit d'une

roissane omparée lassique. On a bien prouvé la négligeabilité demandée.

3. Il su�t d'aplpiquer le développement limité lassique de ln(1+ x) à l'ordre 3 puis de diviser

par x : ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3), don f(x) = 1− 1

2
x+

1

3
x2 + o(x2).

4. Le développement limité alulé i-dessus prouve que lim
x→0

f(x) = 1, don f est bien prolon-

geable par ontinuité en 0, en posant g(0) = 1.

5. Le développement limité à l'ordre 2 de la fontion g en 0 est le même que elui de la

fontion f . Comme g admet un développement limité à l'ordre 1 en 0, elle est néessairement

dérivable en 0. De plus, sa tangente en 0 a pour équation y = 1− 1

2
x (on garde la tronature

du développement limité à l'ordre 1), e qui prouve en passant que g′(0) = −1
2
. En�n,

g(x)−
(

1− 1

2
x

)

=
1

3
x2 + o(x2) ∼ 1

3
x2 > 0, don ette di�érene est positive au voisinage

de 0. Cei su�t à prouver que la ourbe de g est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.

6. On sait déjà que g est ontinue et dérivable en 0, il reste à véri�er si g′ est ontinue en 0,

autrement dit il faut voir si lim
x→0

g′(x) = −1
2
. Rappelons en passant que le aratère C1 est une

information qui n'est pas donnée par l'existene d'un développement limité, même à l'ordre

2 (ou plus d'ailleurs). On alule don, pour tout x non nul, g′(x) =
x

1+x
− ln(1 + x)

x2
(la

dérivabilité de g ailleurs qu'en 0 ne pose auun problème). Or, d'après les développements

limités lassiques en 0, on peut érire

x

1 + x
− ln(1+x) = x(1−x+o(x))−x+

1

2
x2+o(x2) =

x− x2 − x +
1

2
x2 + o(x2) = −1

2
x2 + o(x2) ∼ −1

2
x2
. On en déduit que g′(x) ∼

x→0
−1
2
, e qui

prouve que lim
x→0

g′(x) = −1
2
, et don que la fontion g est bien de lasse C1 en 0 (mais aussi

sur tout ]− 1,+∞[ par théorèmes généraux).

7. D'après la question préédente, g′(x) =
k(x)

x2(1 + x)
, et g′ est don du signe de k sur ]−1, 0[ et

sur ]0,+∞[ puisque le dénominateur y est toujours positif. Nous allons don étudier k, qui

est dé�nie, dérivable et tout e qu'on veut sur ] − 1,+∞[. On alule k′(x) = 1 − 1 + x

1 + x
−

ln(1 + x) = − ln(1 + x). Cette dérivée est positive sur ] − 1, 0[ et négative sur ]0,+∞[, la
fontion k admet don en 0 un maximum de valeur k(0) = 0. Elle est don toujours négative,
e qui prouve que g est déroissante sur haun des intervalles ] − 1, 0[ et ]0,+∞[. Étant
ontinue en 0, elle est don en fait déroissante sur ] − 1,+∞[. Les limites ne posent guère

de di�ulté : lim
x→+∞

g(x) = 0 (roissane omparée très similaire à elle de la question 2), et
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lim
x→−1

g(x) = +∞ (pas de forme indéterminée ii). On résume tout elà dans le tableau de

variations :

x −1 0 +∞

g

+∞
❍
❍
❍❥1

❍
❍
❍❥ 0

8. Il n'y a pas grand hose de passionnant à traer, mais n'oublions pas l'étude faite à la

question 5 pour produire une ourbe ohérente :

0 1 2 3 4−1

0

1

2

3

4

−1

9. Sans essayer d'être extrêmement rigoureux, onstatons que le prolongement par ontinuité

e�etué en 0 rend la fontion g ontinue sur ] − 1,+∞[, et stritement monotone sur et

intervalle. Elle y est don bijetive, à valeurs dans ]0,+∞[ d'après les limites alulées plus

haut.

10. On a alulé plus haut le développement limité de g : g(x) = 1 − 1

2
x +

1

3
x2 + o(x2). En

admettant que la réiproque g−1
admet elle aussi un développement limité à l'ordre 2 en 1,

on pourra don érire g−1(1 + h) = a + bh + ch2 + o(h2), en posant h = x − 1 (qui a bien

sûr une limite nulle lorsque x tend vers 1). Exploitons maintenant le fait que g−1(g(x)) =

x, et remplaçons g(x) par son développement limité : g−1

(

1− 1

2
x+

1

3
x2 + o(x2)

)

= x.

En posant h = −1
2
x +

1

3
x2 + o(x2) (qui a bien une limite nulle), on peut alors érire

a + b

(

−1
2
x+

1

3
x2 + o(x2)

)

+ c

(

−1
2
x+

1

3
x2 + o(x2)

)

= x, soit en développant tout a −
b

2
x+

b

3
x2+

c

4
x2+ o(x2) = x (on a éliminé les termes inutiles d'ordre plus grand que x2

). Par

uniité du développement limité de la fontion identité, on peut identi�er les oe�ients du

membre de gauhe ave eux à droite pour obtenir les onditions a = 0 (sans surprise puisque

g(0) = 1 ⇒ g−1(1) = 0), − b

2
= 1, don b = −2 ; et en�n

b

3
+

c

4
= 0, soit c = −4

3
b =

8

3
.
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Autrement dit, le développement limité à l'ordre 2 en 1 de g−1
est g−1(h) = −2h+8

3
h2+o(h2),

soit g−1(x)lim
x→1
− 2(x− 1) +

8

3
(x− 1)2 + o((x− 1)2).

II. Étude d'une suite réurrente.

1. Posons h : x 7→ f(x) − x. La fontion f étant déroissante sur

[

1

2
, 1

]

, h le sera aussi. Elle

est par ailleurs évidemment ontinue, et omme h

(

1

2

)

= f

(

1

2

)

− 1

2
= 2 ln

(

3

2

)

− 1

2
=

2(ln(3) − ln(2)) − 1

2
> 0 (en e�et, ln(3) − ln(2) >

1

4
), et h(1) = ln(2) − 1 < 0, la fontion

h e�etue don une bijetion de

[

1

2
, 1

]

vers

[

ln(2)− 1, 2(ln(3)− ln(2))− 1

2

]

, intervalle qui

ontient 0. On en déduit que 0 admet un unique antéédent par h dans l'intervalle

[

1

2
, 1

]

,

e qui revient exatement à dire que l'équation f(x) = x admet une unique solution sur et

intervalle (et ailleurs aussi, d'ailleurs).

2. (a) C'est une réurrene faile à partir du moment où on a prouvé que l'intervalle était stable

par f . On sait déjà que f est stritement déroissante sur

[

1

2
, 1

]

, de plus f

(

1

2

)

=

2(ln(3) − ln(2)) ≃ 0.8 < 1, et f(1) = ln(2) >
1

2
, don on a bien f

([

1

2
, 1

])

⊂
[

1

2
, 1

]

.

Prouvons maintenant par réurrene que un ∈
[

1

2
, 1

]

: 'est vrai au rang 0 par hypothèse

puisque u0 = 1, et si un ∈
[

1

2
, 1

]

, alors d'après le alul préédent, un+1 = f(un) ∈
[

1

2
, 1

]

,

e qui prouve l'hérédité et ahève notre réurrene.

(b) La dérivée f ′
est don stritement roissante (puisqu'on nous le dit), mais elle est

aussi négative. La plus grande valeur prise par |f ′(x)| sur l'intervalle

[

1

2
, 1

]

est don

∣

∣

∣

∣

f ′

(

1

2

)∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

1/2
3/2
− ln(3

2
)

1
4

∣

∣

∣

∣

∣

= 4

(

ln(3)− ln(2)− 1

3

)

. Ave les arrondis donnés, on sait que

ln(3) − ln(2) ≃ 0.4, don ln(3) − ln(2) − 1

3
<

1

10
, e qui su�t à onlure que la valeur

maximale qu'on vient de aluler est bien inférieure à 0.4.

() Il s'agit bien sûr d'appliquer l'inégalité des aroissements �nis, don on prend le temps de

bien véri�er toutes les hypothèses : la fontion f est ontinue et dérivable sur l'intervalle

[

1

2
, 1

]

, sa dérivée est majorée par 0.4 en valeur absolue sur et intervalle, et les réels α

et un appartiennent tous les deux à l'intervalle (tout elà a été prouvé plus haut). On

peut don érire, d'après l'IAF, que |f(un) − f(α)| 6 0.4|un − α|. Or, par dé�nition,

f(un) = un+1, et f(α) = α, e qui permet d'aboutir à la majoration souhaitée : |un+1 −
α| 6 0.4|un − α|.

(d) Proédons par réurrene : au rang 0, on a |u0 − α| = |1 − α| 6 1

2
puisque α ∈

[

1

2
, 1

]

.

Si on suppose l'inégalité véri�ée au rang n, il su�t de la multiplier par 0.4 pout obtenir
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0.4|un − α| 6 1

2
× 0.4n+1

, qui implique |un+1 − α| 6 1

2
× 0.4n+1

d'après la question

préédente. L'hérédité est don prouvée, et la réurrene fontionne.

On peut don érire 0 6 |un − α| 6 1

2
× 0.4n, ave lim

n→+∞

1

2
× 0.4n = 0 (limite de suite

géométrique). Le théorème des gendarmes permet alors d'a�rmer que lim
n→+∞

|un−α| = 0,

et don que lim
n→+∞

un = α.

(e) D'après le résultat de la question d, un est ertainement une valeur approhée de α à 10−2

près si

1

2
×0.4n 6 102, soit

(

2

5

)n

6 2.10−2
, ou enore

(

5

2

)n

> 50 en passant à l'inverse.

Puisqu'on ne demande pas un alul exat, passons au logarithme : n(ln(5) − ln(2)) >

ln(50) est ertainement véri�é lorsque n0 = Ent

(

ln(50)

ln(5)− ln(2)

)

+ 1.

III. Dérivées suessives de la fontion f .

1. La fontion dérivée f ′
étant quotient de deux fontions manifestement dérivables et ne

s'annnulant pas sur ]0,+∞[ (pour le dénominateur), la fontion f ′
est dérivable sur et

intervalle, et f y est don deux fois dérivable. De plus, en repartant de l'expression f ′(x) =

k(x)

(1 + x)x2
=

1

x(1 + x)
− ln(1 + x)

x2
, on alule f ′′(x) = − 1 + 2x

x2(1 + x)2
−

x2

1+x
− 2x ln(1 + x)

x4
=

−1 + 2x+ 1 + x

x2(1 + x)2
+

2 ln(1 + x)

x3
=

2 ln(x)

(1 + x)3
− 2 + 3x

x2(1 + x)2
. Remarquons en antiipant un peu

sur la question suivante qu'on obtient bien la forme souhaitée, ave T2 = −2− 3X .

2. On va bien entendu proéder par réurrene. Au rang 0, la propriété est vraie en po-

sant T0 = 0 et a0 = 1. Supposons la propriété vraie au rang n, alors la fontion f (n)

est dérivable omme quotient de fontions dérivables (et le dénominateur ne s'annule pas

sur ]0,+∞[), et f (n+1)(x) =
T ′

n(x)x
n(1 + x)n − nxn−1(1 + x)nTn(x)− nxn(1 + x)n−1Tn(x)

x2n(1 + x)2n
+

an
(1 + x)xn+1

− an
(n+ 1) ln(1 + x)

xn+2
(le deuxième quotient a été dérivé omme un produit

pour simpli�er le alul). Après regroupement et mise au même dénominateur, f (n+1)(x) =
x(1 + x)T ′

n(x)− n(1 + 2x)Tn(x) + (1 + x)nan
xn+1(1 + x)n+1

− (n + 1)an
ln(1 + x)

xn+2
. Cette expression peut

s'érire f (n+1)(x) =
Tn+1(x)

xn+1(1 + x)n+1
+ an+1

ln(1 + x)

xn+2
, en posant simplement Tn+1 = x(1 +

x)T ′

n(x)−n(1+2x)Tn(x)+ (1+x)nan (qui est bien un polyn�me sous l'hypothèse que Tn en

est un puisqu'il est obtenu par produit et somme de polyn�mes), et an+1 = −(n+ 1)an (qui

est toujours un nombre entier, mais l'énoné ne le demandait pas). On a prouvé la propriété

au rang n + 1, la réurrene est ahevée.

3. D'après la question préédente, la suite (an) est dé�nie par la ondition initiale a0 = 1 et la

relation de réurrene an+1 = −(n+1)an. Si on ne voit pas tout de suite e que ça va donner

(e n'est pas à proprement parler une suite lassique), on alule quelques termes : a1 = −1,
a2 = 2, a3 = −6, a4 = 24, et on onjeture failement que an = (−1)nn!. Il ne reste plus

qu'à le prouver par réurrene : (−1)0 × 0! = 1 × 1 = 1 don la propriété est vraie au rang

0, et si on la suppose véri�ée au rang n, alors an+1 = −(n+1)× (−1)nn! = (−1)n+1(n+1)!,
e qui prouve l'hérédité.
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4. (a) On va là aussi proéder par onjeture puis preuve par réurrene. Commençons peut-

être par la fontion v : v est de lasse C∞ sur l'intervalle ]0,+∞[, et v′(x) = − 1

x2
,

v′′(x) =
2

x3
, v′′′(x) = − 6

x4
. On peut imaginer la formule v(n)(x) =

(−1)nn!
xn+1

. On la prouve

par réurrene : au rang 0 (pour ette fontion, ça ne pose pas de problème d'inlure

k = 0 dans la réurrene),

(−1)00!
x1

=
1

x
, ça marhe. Supposons la formule vraie au rang

n, alors v(n+1)(x) = −(−1)
nn!× (n + 1)

xn+2
=

(−1)n+1(n+ 1)!

xn+2
, e qui ahève la réurrene.

Passons à la fontion u, qui est elle aussi de lasse C∞ sur ]0,+∞[, et alulons u′(x) =
1

1 + x
, u′′(x) =

−1
(1 + x)2

, u′′′(x) =
2

(1 + x)3
, u(4)(x) = − 6

(1 + x)4
. En exluant le as

partiulier k = 0, on onjeture u(k)(x) =
(−1k−1(k − 1)!

(1 + x)k
, e qu'on prouve par une

réurrene essentiellement identique à la préédente, sauf qu'on initiale pour k = 1 :

(−100!
(1 + x)1

=
1

1 + x
= u′(x).

(b) Puisque f = u× v, on peut appliquer la formule de Leibniz pour obtenir une expression

de f (n)
sous forme de somme : f (n)(x) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

u(k)(x)v(n−k)(x). En reprenant les

formules démontrées à la question préédente et en isolant le terme orrespondant à

k = 0, f (n)(x) = ln(1 + x)× (−1)nn!
xn+1

+
n

∑

k=1

(

n

k

)

× (−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
× (−1)n−k(n− k)!

xn+1−k

=
(−1)nn! ln(1 + x)

xn+1
+

1

xn(1 + x)n

n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)n−1(k − 1)!(n − k)!(1 + x)n−kxk−1
. En

onstantant que

(

n

k

)

(k− 1)!(n− k)! =
n!(k − 1)!(n− k)!

k!(n− k)!
=

n!

k
, et en identi�ant ave la

formule générale démontrée à la question 2, on onstate que Tn(x) = (−1)n−1

n
∑

k=1

n!

k
xk−1(1+

x)n−k
.

Appliation numérique lorsque n = 2 : T2(x) = −(2x0(1+x)1+x1(1+x)0) = −(2+2x+
x) = −2 − 3x, e qui orrespond bien à la dérivée seonde alulée en début de partie.
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