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Exerie 1 : un peu de alul.

1. La méthode la plus simple onsiste à e�etuer un hangement de variable en posant X = x2,

pour se ramener à l'équation du seond degré X2 − 3X + 2 = 0. Cette dernière a pour

disriminant ∆ = 9 − 8 = 1 et admet pour solutions X1 =
3− 1

2
= 1 et X2 =

3 + 1

2
= 2.

Reste à remonter le hangement de variable : x2 = 1 ⇔ x = ±1 et x2 = 2 ⇔ x = ±
√
2, don

S = {−
√
2,−1, 1,

√
2}.

2. Ii on ommene par onstater que 1 est solution � évidente � de l'équation : 13−2×12+3−2 =
0. On peut alors fatoriser le membre de gauhe de l'équation sous la forme x3−2x2+3x−2 =
(x − 1)(ax2 + bx + c) = ax3 + (b − a)x2 + (c − b)x − c. Par identi�ation des oe�ients,

on obtient les onditions a = 1 ; b − a = −2, don b = −1 ; c − b = 3 don c = 2 et

−c = −2, e qui est ohérent ave la valeur obtenue pour c. Reste à résoudre l'équation

produit (x − 1)(x2 − x + 2) = 0. Le deuxième fateur a pour disriminant ∆ = 1 − 8 = −7

et admet don deux raines omplexes x1 =
1− i

√
7

2
et x2 =

1 + i
√
7

2
. Finalement, S =

{

1,
1− i

√
7

2
,
1 + i

√
7

2

}

.

3. La fontion f est dé�nie, ontinue et dérivable sur R\{−2, 2} (les valeurs interdites étant les

valeurs d'annulation du dénominateur). Sa dérivée est donnée par f ′(x) =
3x2(x2 − 4)− 2x4

(x2 − 4)2
=

x4 − 12x2

(x− 2− 4)2
=

x2(x2 − 12)

(x2 − 4)2
. Les autres fateurs étant toujours positifs, ette dérivée est du

signe de x2 − 12. Elle s'annule en partiulier lorsque x = ±
√
12 = ±2

√
3, et sera stritement

négative entre es raines (en exluant naturellement les valeurs interdites de f ). Notons que

f ′
s'annule également en 0, même si la dérivée n'y hange pas de signe. Calulons en passant

f(2
√
3) =

8× 3
√
3

12− 4
= 3

√
3. Sans surprise, on obtient f(−2

√
3) = −3

√
3, puisque la fontion

f est une fontion impaire (e qu'on aurait pu onstater au début de notre étude pour faire

un peu moins de travail).

On peut maintenant s'intéresser aux limites et éventuelles asymptotes : omme f(x) =
x3

x2(1− 4

x2 )
=

x

1− 4

x2

, on peut aluler lim
x→+∞

f(x) = +∞ et lim
x→−∞

f(x) = −∞ (on peut

aussi, plus simplement, invoquer la règle du quotient des termes de plus haut degré pour

aller un peu plus vite). Il existe en fait une asymptote oblique à la ourbe représentative de

f (valable à la fois en +∞ et en −∞), qu'on peut obtenir via l'astue de alul suivante :

f(x) =
x3 − 4x+ 4x

x2 − 4
= x +

4x

x2 − 4
. On en déduit que lim

x→±∞
f(x) − x = lim

x→±∞

4x

x2 − 4
= 0

(enore une fois, on fatorise ou on invoque les plus haut degrés pour aluler ette limite).

Cette égalité prouve que la droite d'équation y = x est asymptote oblique à notre ourbe. Les

autres limites ne posent pas de problème partiulier. Le dénominateur x2−4 tend bien sûr vers
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0 en −2 et en 2, et il est négatif sur [−2, 2]. Le numérateur, lui, prend une valeur stritement

positive en 2, et stritement négative en −2. Les régles de alul lassiques sur les limites

permettent don d'a�rmer que lim
x→−2−

f(x) = +∞ ; lim
x→−2+

f(x) = −∞ ; lim
x→2−

f(x) = −∞ et

en�n lim
x→2+

f(x) = +∞. On peut résumer tous es aluls dans un joli tableau de variations :

x −∞ −2
√
3 −2 0 2 2

√
3 +∞

f

−∞
✟✯✟✟

−3
√
3
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥0
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥3
√
3

✟✯✟✟

+∞

On onlut bien sûr ave un traé de ourbe soigné :

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6−7

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

−1

−2

−3

−4

−5

−6

−7

−8

−9

−10

4. La fontion est bien sûr dé�nie, ontinue et dérivable sur R, elle est de plus paire (ar la

fontion cos est paire) et 2π-périodique (là aussi ar cos l'est également). On peut don res-

treindre l'étude de la fontion à l'intervalle [0, π], et ompléter la ourbe ensuite par symétrie

par rapport à (Oy) puis en exploitant la périodiité. La dérivée de notre fontion est don-

née par g′(x) = −2 sin(2x) + 2 sin(x) = 2(sin(x) − 2 sin(x) cos(x)) = 2 sin(x)(1 − 2 cos(x))
(en exploitant la formule de dupliation sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) ; si on ne onnait pas ette

formule on peut quand même s'en sortir mais le alul est plus long). Sur [0;π], le sinus est

toujours positif (mais s'annule en 0 et en π), reste à déterminer le signe de 1 − 2 cos(x).

Cette expression est positive lorsque cos(x) 6
1

2
, e qui, sur l'intervalle [0π], se produit sur

[π

3
;π

]

. La dérivée hange don de signe en

π

3
, qui est un minimum loal de la fontion de

valeur g
(π

3

)

= cos

(

2π

3

)

− 2 cos
(π

3

)

= −1

2
− 1 = −3

2
. On alule également g(0) = 0 et

g(π) = 1− (−2) = 3 pour ompléter le tableau de variations de g :

x 0 π
3

π

g′(x) 0 − 0 + 0

h 0
❍❍❍❥−3

2

�✒
�

�

3

En omplétant par symétrie et par périodiité, on obtient une ourbe ressemblant à ei :
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0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

Exerie 2 : une étude de suite.

1. La fontion f est bien dé�nie sur [0, 2], de dérivée f ′(t) =
2(t+ 2)− (2t+ 3)

(t+ 2)2
=

1

(t+ 2)2
.

Cette dérivée étant stritement positive, f est stritement roissante sur [0, 2]. Comme de

plus f(0) =
3

2
et f(2) =

7

4
, on en déduit immédiatement l'enadrement demandé.

2. À l'aide de la question préédente, on peut érire que, ∀t ∈ [0, 2],
3

2
e

t

n 6
2t+ 3

t+ 2
e

t

n 6
7

4
e

t

n
.

On peut intégrer es inégalités entre 0 et 2 pour obtenir

∫

2

0

3

2
e

t

n dt 6 un 6

∫

2

0

7

4
e

t

n dt. Or,

les deux intégrales se alulent sans problème :

∫

2

0

3

2
e

t

n dt =
3

2
[ne

t

n ]20 =
3

2
n
(

e
2

n − 1
)

, et de

même

∫

2

0

7

4
e

t

n dt =
7

4
n(e

2

n − 1), e qui donne l'enadrement de un demandé.

3. Comme lim
n→+∞

2

n
= 0, la limite rappelée dans l'énoné permet d'a�rmer que lim

n→+∞

n(e
2

n − 1)

2
=

1, e qui prouve que le membre de gauhe de l'enadrement de un obtenu à la question pré-

édente onverge vers 3, et que le membre de droite de même enadrement onverge vers

7

2
.

Si (un) admet une limite �nie, ette dernière est don néessairement omprise entre 3 et

7

2
(quand deus suites (un) et (vn) véri�ant un 6 vn onvergent vers les limites respetives l et

l′, alors l 6 l′).

4. La véri�ation est immédiate en mettant au même dénominateur. On peut alors aluler

I =

∫

2

0

2t+ 3

t+ 2
dt =

∫

2

0

2− 1

t+ 2
dt = [2t− ln(t+ 2)]20 = 4− ln(4) + ln(2) = 4− ln(2).

5. L'énoné était inorret, il manquait un fateur I dans le majorant. On proède en fait omme

à la question 2, mais ette fois en enadrant l'exponentielle : ∀t ∈ [0, 2], 1 6 e
t

n 6 e
2

n
('est une

onséquene de la roissane de la fontion exponentielle), don

2t+ 3

t+ 2
6

2t+ 3

t+ 2
e

t

n 6 e
2

n ×
2t+ 3

t+ 2
. On peut intégrer et enadrement entre 0 et 2 pour obtenir exatement I 6 un 6 e

2

n I

(puisque, bien entendu, e
2

n
est une onstate pouvant être sortie de l'intégrale).

3



6. C'est une simple appliation du théorème des gendarmes : lim
n→+∞

e
2

n = 1, don le membre de

gauhe et le membre de droite de l'enadrement préédent ont pour limite I, e qui prouve

que la suite (un) onverge et que lim
n→+∞

un = I = 4− ln(2).

Problème

Partie I.

1. (a) Le fateur devant l'exponentielle étant bien sûr égal à X2
, reste à gérer e qui se trouve

dans l'exponentielle :

x+ 1

x− 1
=

x− 1 + 2

x− 1
= 1 +

2

x− 1
= 1 +X, don e

x+1

x−1 = e1+X = e×
eX . L'égalité demandée en déoule immédiatement. Quand x tend vers 1 (néessairement

par valeurs inférieures vu le domaine de dé�nition impose pour f ),
2

x− 1
= −∞. Or,

lim
X→−∞

X2eX = 0 ('est un résultat de roissane omparée lassique). Par omposition de

limites, on a don lim
x→1−

f(x) = 0 (le fateur onstant

e

2
ne hangeant bien entendu rien).

(b) On peut ette fois utiliser la forme initiale de f : lim
x→−∞

x+ 1

x− 1
= 1 (quotient des termes de

plus haut degré), don lim
x→−∞

e
x+1

x−1 = e. De plus, lim
x→−∞

2

(x− 1)2
= 0, don lim

x→−∞
f(x) = 0.

() La ourbe admettra don l'axe des absisses omme asymptote horizontale en −∞.

2. (a) La fontion v peut s'érire sous la forme eu, en posant u(x) =
x+ 1

x− 1
= 1 +

2

x− 1
. Toutes

es fontions sont dérivables sur Df , et u
′(x) = − 2

(x− 1)2
, don v′(x) = − 2

(x− 1)2
e

x+1

x−1
.

(b) On dérive tout simplement un produit : f ′(x) = − 4

(x− 1)3
e

x+1

x−1+
2

(x− 1)2
× −2

(x− 1)2
e

x+1

x−1 =

−4(x− 1)− 4

(x− 1)4
e

x+1

x−1 = − 4x

(x− 1)4
e

x+1

x−1
, omme prévu.

() L'exponentielle et le dénominateur de f ′
étant stritement positifs sur Df , la dérivée

alulée à la question préédente est du signe de −4x. Elle est don positive sur ]−∞, 0]

et négative sur [0, 1[. Le maximum de notre fontion f sera égal à f(0) = 2e−1 =
2

e
. On

peut résumer ette étude dans le tableau de variations suivant :

x −∞ 0 1

f ′(x) + 0 −

f 0

✟✯✟✟

2

e ❍❍❍❥0

3. Il n'y a pas grand hose de passionnant à indiquer, notons que

2

e
≃ 0.7 :
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0 1−1−2−3−4−5

0

1

Partie II.

1. On n'a en fait pas le moindre alul à faire puisqu'on a alulé tout à l'heure v′(x) = −f(x).

Une primitive de f est don la fontion −v dé�nie par −v(x) = −e
x+1

x−1
.

2. C'est un alul immédiat :

∫ a

0

f(x) dx = [−v(x)]a0 = −e
a+1

a−1 + e−1 =
1

e
− e

a+1

a−1
.

3. Puisque lim
a→1−

a+ 1

a− 1
= −∞, la deuxième exponentielle de la formule préédente a une limite

nulle, et lim
a→1−

g(a) =
1

e
.

4. Au fateur du à l'unité près, ette aire est égale à

∫ 1

2

−
1

2

f(x) dx =

∫

0

−
1

2

f(x) dx+

∫ 1

2

0

f(x) dx =

g

(

1

2

)

− g

(

−1

2

)

=
1

e
− e−3 − 1

e
+ e−

1

3 =
1

e
1

3

− 1

e3
.

Partie III.

1. Si on tient à rédiger les hoses très orretement, la fontion f est ontinue et stritement

monotone sur R
−
, don e�etue une bijetion de et intervalle vers son intervalle image

]

0,
2

e

]

.

Comme

1

2
appartient à et intervalle image (ar e < 4 ⇒ 1

2
<

2

e
), il admet don un unique

antéédent par f sur R
−
, e qui revient à dire que l'équation f(x) =

1

2
admet une unique

solution négative. Comme f(−1) =
2

4
e0 =

1

2
, ette solution est égale à 1. De même, f est

stritement monotone sur [0, 1[ et bijetive de et intervalle vers

]

0,
2

e

]

, et on onlut de même

à l'existene d'une deuxième solution (positive ette fois) à l'équation f(x) =
1

2
.

2. La méthode la plus lassique onsiste à faire e qu'on appelle une dihotomie. On sait déjà

que b ∈]0, 1[. On alule f

(

1

2

)

et on ompare la valeur à

1

2
pour savoir si b <

1

2
ou b >

1

2
(en

exploitant bien entendu la déroissane de f sur ]0, 1[). Ii, en l'ourrene, f

(

1

2

)

= 8e−3 =

8

e3
<

1

2
(ar e3 > 16), don b ∈

]

0,
1

2

[

. On ontinue en alulant f

(

1

4

)

pour situer b par

rapport à

1

4
, puis on alule (selon le résultat du alul préédent) f

(

1

8

)

ou f

(

3

8

)

pour

obtenir un enadrement de b de largeur

1

8
. C'est su�sant pour donner une valeur approhée

de b à 0.1 près.
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3. Le seul as partiulier est a = 0, où la valeur maximale

2

e
ne sera prise qu'une fois (don

l'équation f(x) = f(0) admet 0 pour unique solution). Pour tout autre réel a ∈] − ∞, 1[,
l'équation a deux solutions, une dans l'intervalle ]−∞, 0[ et l'autre dans l'intervalle ]0, 1[.
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