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1. Posons donc X = —, variable qui aura une limite nulle lorsque = tend vers +o0o. On peut écrire
x
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}+2+ §X+§X2+0(X2), soit f(x) et x+2+%+0 <$> On en déduit successivement :

— comme f(z) ~ =z, lim f(x)=4oc.
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— comme f(z)— (z+2) o 5o ona xginoof(x) — (x4 2) =0, donc la droite d’équation

y = x + 2 est asymptote oblique & Cy en +o0.

— de plus, la différence calculée ci-dessus est équivalente & une expression positive au voi-
sinage de +o00, donc elle-méme positive dans un tel voisinage, ce qui prouve que Cy est
située au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.

2. Soient P et @ deux polynémes appartenant & Ro[X] et A € R, alors f(AP + Q) = (X% —

DOAP+ Q) —20P + Q) = M(X?2 - 1)P" + (X2 - 1)Q" — 2AP — 2Q = \f(P) + f(Q), ce
qui prouve la linéarité de 'application f. De plus, si P est un polynome de degré inférieur
ou égal &4 2, P” est un polynome constant, donc (X2 — 1)P” et 2P sont tous les deux des
polynémes de degré inférieur ou égal a 2, ce qui prouve que f(P) € Ry[X], et donc que f est
un endomorphisme.
Posons simplement P = aX? + bX + ¢, alors f(P) = (X? — 1) x 2a — 2(aX? +bX +¢) =
—2bX — 2a — 2c¢. Le polynéme P appartient au noyau de f si et seulement si f(P) est nul,
donc si b = —a — ¢ = 0, soit P = a(X? — 1). Autrement dit, ker(f) = Vect(X? — 1) est un
sous-espace vectoriel de dimension 1 de Ry[X]. Comme ce dernier espace est lui de dimension
3, le théoréme du rang permet de conclure immédiatement que rg(f) =3 —1=2.

3. (a) L’application f est manifestement un endomorphisme de R3. De plus, en notant X =

1
T+2y+22,Y =2x+y—2zet Z =22 —2y+ 2, 0n aurafof(a:,y,z):§(X+2Y+

1
272X 4+Y —2722X -2Y 4+ 7Z) = §(m+2y+2z—|—4x—|—2y—4z—|—4x—4y+2z;2x+4y+

de+2x+y—2z—4o+4y — 22,2+ 4y +4z — 4o — 2y + 4z + 20 — 2y + 2) = (x,y, 2), ce
qui prouve que f o f =id, et donc que f est une symétrie.

(b) Le sous-espace F' est constitué des vecteurs u(x,y, z) vérifiant f(z,y,z) = (z,y, z), soit en

z + 2y 4+ 2z = 3z
multipliant tout par 3 pour ne pas trainer les facteurs 3 2c + y — 2z = 3y .
2r — 2y + 2z = 3z

Les trois équations sont en fait équivalentes & 'unique condition z — y — z = 0, donc
F={(z,y,7 —vy) | (z,y) € R?} = Vect((1,0,1), (0,1, —1)). En particulier, F' est un plan.

Pour le sous-espace G, on doit cette fois-ci résoudre I'équation f(z,y,2) = —(x,y, 2), ce
r + 2y + 2z = -3z

quidonne { 2x + y — 2z = =3y ,soit2zx+y+z=x+2y—z=x—y+22z=0.
2 — 2y 4+ z = =3z

En soustrayant les deux derniéres équations on trouve z = y, donc en remplacant dans la

premiére équation x = —z = —y, et les trois équations sont alors toutes vérifiées. On en



déduit que G = Vect((—1,1,1)), et en particulier G est (sans surprise puisqu’il doit étre
supplémentaire de F') de dimension 1.

Pas vraiment besoin de calculs : en notant p la projection dont I’énoncé demande ’expres-

sion et g la projection sur F' parallelement & G, on sait d’une part que f = 2¢ — id,
id —
et d’autre part que p + ¢ = id, donc p = id—q = 5 f. On a donc p(x,y,z) =
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5@ y.2) = Sfzy,2) = (g —gytgzs—get oyt oz —gurtoytoz) = o(o -
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y—2z;—x +y+ z;—x +y+ 2). On vérifie aisément si on le souhaite que pop = p.



