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1. La fon
tion f est dé�nie sur R
∗
, et on peut séparer ses deux intervalles de dé�nition pour

simpli�er les 
al
uls : si x > 0, alors f(x) =
x2 + x√

x
= (x + 1)

√
x. Si au 
ontraire x < 0,

alors f(x) =
x2 + x√

−x
= −(x + 1)

√
−x. La fon
tion n'admet pas de parité remarquable. Sous

la deuxième forme obtenue, on 
al
ule dire
tement (pas de forme indéterminée) lim
x→±∞

f(x) =

+∞. Pour la limite en 0, là en
ore, la deuxième forme donnée est plus pratique à manipuler

et donne immédiatement lim
x→0

f(x) = 0 (pas de di�éren
e entre limites à gau
he et à droite).

On peut don
 prolonger f par 
ontinuité en 0 en posant f(0) = 0. Le taux d'a

roissement

de la fon
tion prolongée en 0 est dé�ni par τ(x) =
f(x)

x
=

x+ 1
√

|x|
. Là en
ore, pas de forme

indéterminée, on a immédiatement lim
x→0

τ(x) = +∞, 
e qui prouve que la fon
tion prolongée

admet en 0 une tangente verti
ale.

Reste à e�e
tuer l'étude des variations : sur ]0,+∞[, f ′(x) =
√
x +

x+ 1

2
√
x

> 0, don
 f est

stri
tement 
roissante. Sur ]−∞, 0[, f est tout autant dérivable et f ′(x) = −
√
−x+

x+ 1

2
√
−x

=

2x+ x+ 1

2
√
−x

=
3x+ 1

2
√
−x

, qui est du signe de 3x + 1. En parti
ulier, la dérivée s'annule pour

x = −1

3
, et f admet à 
et endroit un minimum de valeur f

(

−1

3

)

= −2

3

√

1

3
= − 2

3
√
3
(valeur

légèrement supérieure à −0.4 puisque

√
3 ≃ 1.7). On peut dresser si on y tient vraiment le

tableau de variations suivant :

x −∞ −1
3 0 +∞

f

+∞
❅
❅
❅❘− 2

3
√
3

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

Et surtout, on 
on
lut en traçant une belle 
ourbe, après avoir éventuellement ajouté que la

fon
tion s'annulait quand x = −1 :
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2. On 
ommen
e bien sûr par passer sous forme exponentielle : g(x) = e
ln(1+x)

x
, on se 
ontentera

don
 d'étudier la fon
tion g sur ] − 1, 0[∪]0,+∞[. Comme on 
onnait la limite 
lassique

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, on en déduit que lim

x→0
g(x) = e, 
e qui permet de prolonger la fon
tion

par 
ontinuité en posant g(0) = e. On s'intéressera à la dérivabilité éventuelle de g en 0 une

fois la dérivée 
al
ulée. Par ailleurs, lim
x→−1

ln(1 + x)

x
= +∞ (pas de forme indéterminée, il faut

simplement faire attention au signe), don
 lim
x→−1

g(x) = +∞. En�n, on peut é
rire

ln(1 + x)

x
=

ln(x) + ln(1 + 1
x
)

x
pour justi�er (en utilisant la 
roissan
e 
omparée) que lim

x→+∞

ln(1 + x)

x
= 0,

don
 lim
x→+∞

g(x) = 1.

La fon
tion g est dérivable sur 
ha
un de ses deux intervalles de dé�nition, et g′(x) =

h′(x)eh(x), où on a posé h(x) =
ln(1 + x)

x
. En parti
ulier, ses variations seront les mêmes

que 
elles de la fon
tion h. Contentons-nous don
 de 
al
uler h′(x) =
x

1+x
− ln(1 + x)

x2
=

x− (1 + x) ln(1 + x)

(x+ 1)x2
. Cette dérivée est du même signe (sur 
ha
un de ses intervalles de dé-

�nition) que i(x) = x − (1 + x) ln(1 + x). Redérivons 
ette fon
tion i pour obtenir i′(x) =

1 − ln(1 + x) − 1 + x

1 + x
= − ln(1 + x). La dérivée i′ est don
 du signe de − ln(1 + x), soit

positive sur ]− 1, 0[ et négative sur ]0,+∞[. La fon
tion i est don
 
roissante sur ] − 1, 0[ et
dé
roissante sur ]0,+∞[, et admet en parti
ulier un maximum en 0 (où elle est dé�nie) qui

vaut manifestement 0. Autrement dit, i est toujours négative, et h et g sont don
 dé
roissantes

sur les deux intervalles ]− 1, 0[ et ]0,+∞[.

Il ne reste plus qu'à déterminer si notre dérivée admet une limite en 0 (pour pouvoir appli-

quer le théorème de prolongement de la dérivée le 
as é
héant). On peut é
rire que h′(x) =
1

x(x+ 1)
− ln(1 + x)

x2
=

x+ 1− x

x(x+ 1)
− ln(1 + x)

x2
=

1

x
− 1

x+ 1
− ln(1 + x)

x2
(et si on naime pas l'as-

tu
e belge, on fait une vraie dé
omposition en éléments simples). Comme lim
x→0

− 1

x+ 1
= −1,

la limite donnée dans l'énon
é permet de 
on
lure que lim
x→0

h′(x) =
1

2
− 1 = −1

2
. Comme par

ailleurs lim
x→0

eh(x) = e, on a don
 lim
x→0

g′(x) = −e

2
, et le théorème de prolongement de la dérivée

permet d'a�rmer que g prolongée en 0 y est dérivable, et que g′(0) = −e

2
. Le tableau de
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variations n'a au
un intérêt (une fois prolongée, la fon
tion g est simplement dé
roissante sur

]− 1,+∞[), 
ontentons-nous de la 
ourbe :
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