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On e�e
tue ensuite le quotient :

√
6−

√
2i

2(1− i)
=

√
2e−i

π

6

√
2e−i

π

4

= ei(
π

4
−

π

6
) = ei

π

12
. Ce nombre a don


pour module 1 et pour argument prin
ipal

π
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2. Il s'agit d'une suite ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2 + x− 2. Cette

équation a pour dis
riminant ∆ = 1 + 8 = 9 et admet deux ra
ines réelles r1 =
−1 + 3

2
= 1

et r2 =
−1− 3

2
= −2. On en déduit qu'on peut é
rire le terme général de la suite (un) sous la

forme un = A+B × (−2)n, ave
 (A,B) ∈ R
2
. Déterminons les valeurs des deux 
onstantes à

l'aide des 
onditions initiales : u0 = 1 ⇔ A+B = 1, et u1 = 3 ⇔ A−2B = 3. En soustrayant


es deux équations, on obtient 3B = −2, soit B = −2

3
, et on en déduit que A = 1 +

2

3
=

5

3
.

Autrement dit, un =
5 + (−2)n+1

3
.

3. Commençons par mettre sous forme exeponentielle le nombre a = 4
√
3 + 4i. On 
al
ule |a| =

√
48 + 16 = 8, puis on é
rit a = 8

(√
3
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+
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2
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)

= 8ei
π

6
. En é
rivant z = reiθ, l'équation z3 = a

est don
 équivalente à r2e3iθ = 8ei
π

6
. On peut séparer module et argument dans 
ette égalité :

on doit avoir r3 = 8, soit r = 2, et 3θ ≡ π

6
[2π], soit θ ≡ π

18
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. Les trois ra
ines 
ubiques

re
her
hées sont don
 z1 = 2ei
π
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; z2 = 2ei(
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et z3 = 2ei(
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(ou
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11π
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si on veut l'argument prin
ipal).

4. On élimine déjà les 
as parti
uliers z = 0 et z = 1 où deux des trois points sont 
onfon-

dus (et don
 for
ément alignés). On peut traduire la 
ondition de l'énon
é par l'égalité sui-

vante : arg

(

zP − zN

zM − zN

)

≡ 0[π], ou si on préfère

zP − zN

zM − zN
∈ R. Autrement dit, on doit avoir

z2

z − 1
∈ R. Posons don
 z = a + ib et 
al
ulons

(a+ ib)2

a+ ib− 1
=

(a2 − b2 + 2iab)(a − 1− ib)

(a− 1)2 + b2
.

Le dénominateur de 
e quotient étant réel, il est lui-même réel si et seulement la partie ima-

ginaire de son numérateur est nulle, 
'est-à-dire si −ba2 + b3 + 2a2b − 2ab = 0, ou en
ore si

b(b2 + a2 − 2a) = 0. La 
ondition b = 0 nous donne 
omme solutions tous les points de l'axe

réel (
e qui est évident puisque dans 
e 
as les trois nombres 1, z et 1 + z2 sont réels), et la

deuxième possibilité peut s'é
rire sous la forme (a− 1)2 + b2 = 1, où on re
onnait le 
er
le de


entre N et de rayon 1. On peut faire un petit dessin pour illustrer :

1



0 1 2 3−1

0

1

2

−1

−2

5. Puisque f(z) = az + b, ave
 a 6= 0 et b ∈ C, l'appli
ation f est une similitude dire
te.

Comme a 6= 1, il ne s'agit pas d'une translation, mais d'une 
omposée d'homothétie et de

rotation. En 
al
ulant |a| =
√
2 et arg(a) =

3π

4
(
al
uls immédiats), on a déjà le rapport et

l'angle de 
ette similitude. Il ne reste plus qu'à déterminer l'a�xe de son 
entre en résolvant

l'équation f(z) = z, soit z = (i − 1)z + 4 + 3i, ou en
ore z(1 − i + 1) = 4 + 3i. On obtient

don
 z =
4 + 3i

2− i
=

(4 + 3i)(2 + i)

4 + 1
=

8 + 6i+ 4i− 3

5
= 1 + 2i. L'appli
ation f est don
 une

similitude de 
entre A(1 + 2i), de rapport

√
2 et d'angle

3π

4
.
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