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Exer
i
e

1. Les di�érentes formes de la formule de dupli
ation cos(2x) = 2 cos2(x)− 1 = 1− 2 sin2(x) =
cos2(x) − sin2(x) doivent être bien 
onnues. On peut alors, à l'aide des formules d'addition,

é
rire cos(3x) = cos(2x + x) = cos(2x) cos(x) − sin(2x) sin(x). On rempla
e à l'aide des

formules de dupli
ation : cos(3x) = (2 cos2(x)−1) cos(x)−2 sin(x) cos(x) sin(x) = 2 cos3(x)−
cos(x)−2 cos(x)(1−cos2(x)) = 2 cos3(x)−cos(x)−2 cos(x)+2 cos3(x) = 4 cos3(x)−3 cos(x).

2. Cal
ulons don
 les valeurs demandées :

• f(1) = |1− 1 + 2| = 2.

• f(ei
π

3 ) = | − 1− ei
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3 + 2| =
∣

∣

∣

∣

∣
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• f(i) = | − i− i+ 2| = |2− 2i| = 2
√
2.

• f(e−iπ
4 ) = |e−i 3π

4 − e−iπ
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∣
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∣

∣

∣

∣

= | −
√
2 + 2| = 2−

√
2.

3. Une façon de faire, en utilisant que |z|2 = zz : f(z)2 = (ei3θ − eiθ +2)(e−i3θ − e−iθ +2) = 1−
ei2θ+2ei3θ−e−i2θ+1−2eiθ+2e−i3θ−2e−iθ+4 = 6+2(ei3θ+e−i3θ)−2(eiθ+e−iθ)−(ei2θ+e−i2θ).
On applique maintenant les formules d'Euler : f(z)2 = 6+ 4 cos(3θ)− 4 cos(θ)− 2 cos(2θ). Il
est temps d'appliquer les résultats rappelés à la première question : f(z)2 = 6 + 16 cos3(θ)−
12 cos(θ)− 4 cos(θ)− 4 cos2(θ) + 2 = 4(4 cos3(θ)− cos2(θ)− 4 cos(θ) + 2) = 4g(cos(θ)).

4. La fon
tion g étant polyn�miale, elle est bien sûr dérivable sur [−1, 1], de dérivée g′(x) =
12x2 − 2x− 4 = 2(6x2 −x− 2). Le trin�me 6x2 −x− 2 a pour dis
riminant ∆ = 1+48 = 49,

et admet pour ra
ines x1 =
1− 7

12
= −1

2
, et x2 =

1 + 7

12
=

2

3
. Ces deux valeurs étant


omprises dans l'intervalle [−1, 1], la dérivée g′ s'annule deux fois sur notre intervalle d'étude.

On 
al
ule g

(

−1

2

)

= 4×
(

−1

8

)

− 1

4
+2+2 = 4− 3

4
=

13

4
; et g

(

2

3

)

= 4× 8

27
− 4

9
− 8

3
+2 =

32 − 12 − 72 + 54

27
=

2

27
. Par ailleurs, g(−1) = −4− 1+4+2 = 1 et g(1) = 4− 1− 4+2 = 1,


e qui permet de dresser le tableau de variations suivante :

x −1 −1
2

2
3 1

g 1

✟✯✟✟

13
4

❅
❅
❅❘ 2

27

✟✯✟✟

1

5. On a prouvé à la question 3 que, pour tout nombre 
omplexe de module 1 (don
 pouvant

s'é
rire sous la forme eiθ), on pouvait é
rire f(z)2 = 4g(cos(θ)), ave
 bien sûr cos(θ) ∈ [−1, 1].
La valeur maximale obtenue pour f(z)2, et don
 pour f(z) puisque f(z) est un module, don


toujours un réel positif, est alors obtenue lorsque g(cos(θ)) est maximal, 
'est-à-dire lorsque

cos(θ) = −1

2
d'après l'étude de la question 4. Celà se produit pour deux nombres 
omplexes
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distin
ts : z = ei
2π

3 = −1

2
+ i

√
3

2
, et z = e−i 2π

3 = −1

2
− i

√
3

2
. Dans 
es deux 
as, on aura,

d'après les 
al
uls pré
édents, f(z)2 =
13

4
, don
 f(z) =

√
13

2
.

Problème

A. Étude de la fon
tion f .

1. La fon
tion arctan étant dé�nie sur R, on a également Df .

2. La fon
tion f est dérivable sur R en tant que 
omposée de fon
tions usuelles qui le sont,

et f ′(x) =
1

1 + (x+ 1)2
> 0, don
 f est stri
tement 
roissante sur R (on pouvait même se

dispenser du 
al
ul de dérivée en disant simplement que f est la 
omposée de deux fon
tions

stri
tement 
roissantes sur R. De plus, lim
x→+∞

f(x) =
π

2
et lim

x→−∞

f(x) = −π

2
en exploitant les

limites 
onnues de la fon
tion ar
tangente. On peut ajouter que f(0) = arctan(1) =
π

4
pour

dresser le tableau suivant :

x −∞ 0 +∞

f

−π
2

✟✯✟✟

π
4

✟✯✟✟

π
2

3. La 
ourbe de f admet deux asymptotes horizontales d'équations y =
π

2
et y = −π

2
. On a

déjà pré
isé à la question pré
édente la valeur de f(0). De plus, f(−1) = arctan(0) = 0, et

f ′(−1) =
1

1 + 02
= 1, don
 la tangente à la 
ourbe en son point d'abs
isse −1 a pour équation

y = x+ 1. Voi
i une allure de la 
ourbe :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

−1

−2

B. Résolution numérique d'une équation.

1. Posons g(x) = f(x) − x, la fon
tion g est dé�nie et dérivable sur R, de dérivée g′(x) =

f ′(x)− 1 =
1

1 + (x+ 1)2
− 1 =

−(x+ 1)2

1 + (x+ 1)2
. Cette dérivée étant toujours négative (et même

stri
tement, sauf en 1 où elle s'annule), la fon
tion g est stri
tement dé
roissante. Comme de

plus lim
x→−∞

g(x) = +∞ et lim
x→+∞

g(x) = −∞ (pas de forme indéterminée), la fon
tion 
ontinue

g est bije
tive de R dans R, et l'équation g(x) = 0 admet en parti
ulier une unique solution.

Comme 
ette équation est équivalente à f(x) = x, 
elà répond à la première partie de la

question. On 
al
ule ensuite g(1) = arctan(2)−1 > 0 d'après la valeur appro
hée de arctan(2)
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donnée par l'énon
é, et g
(π

2

)

= arctan
(

1 +
π

2

)

− π

2
< 0 puisqu'une valeur d'ar
tangente est

de toute façon né
essairement stri
tement inférieure à

π

2
. La stri
te dé
roissan
e de g assure

alors que 1 < α <
π

2
.

2. (a) E�e
tons une démonstration par ré
urren
e : u0 = 1 ∈
[

1,
π

2

]

par hypothèse. Supposons

maintenant un ∈
[

1,
π

2

]

, alors la 
roissan
e de f permet de dire que f(1) 6 f(un) 6 f
(π

2

)

,

don
 arctan(2) 6 un+1 6 arctan
(

1 +
π

2

)

, 
e qui implique un+1 ∈
[

1,
π

2

]

d'après les

remarques exploitées à la question pré
édente. L'hérédité de notre ré
urren
e est don


véri�ée, et la propriété vraie pour tout entier naturel n.

(b) Supposons x ∈
[

1,
π

2

]

, alors 2 6 x + 1, don
 4 6 (x + 1)2 et 5 6 1 + (x + 1)2. On en

déduit immédiatement que f ′(x) 6 15, soit l'inégalité demandée (f ′(x) étant de toute

façon toujours positif).

(
) La fon
tion f est dérivable sur l'intervalle I =
[

1,
π

2

]

, de dérivée majorée sur 
et intervalle

(en valeur absolue) par

1

5
. De plus, un ∈ I et α ∈ I (preuves e�e
tuées dans les questions

pré
édentes). On peut alors appliquer l'inégalité des a

roissements �nis à la fon
tion f

entre un et α pour é
rire |f(un)− f(α)| 6 1

5
|un −α|. Par dé�nition, f(α) = α, don
 
ette

inégalité peut s'é
rire |un+1 − α| 6 1

5
|un − α|.

(d) Nous allons maintenant prouver par ré
urren
e que ∀n ∈ N, |un − α| 6 1

5n
. Au rang 0,


ette inégalité s'é
rit |1 − α| 6 1, 
e qui est vrai puisque 0 6 α − 1 6
π

2
− 1 < 1 (
elà

dé
oule en
ore de l'appartenan
e de α à I). Supposons maintenant la propriété véri�ée

au rang n, alors |un+1 − α| 6 1

5
|un − α| 6 1

5
× 1

5n
=

1

5n+1
en appliquant su

essivement

le résultat de la question pré
édente et l'hypothèse de ré
urren
e. On en déduit don


que 0 6 |un − α| 6 1

5n
. Comme lim

n→+∞

1

5n
= 0, le théorème des gendarmes permet alors

d'a�rmer que lim
n→+∞

|un − α| = 0, 
e qui revient à dire que lim
n→+∞

un = α.

(e) La question pré
édente permet d'a�rmer que |un − α| 6 10−2
si

1

5n
6 10−2

(
ondition

su�sante mais pas né
essaire pour que un soit une valeur appro
hée de α à 10−2
près).

Autrement dit, on prend pour n0 le plus petit entier véri�ant 5n0 > 100, soit n0 = 3
puisque 53 = 125.

3. La fon
tion g représente tout simplement le taux d'a

roissement de la fon
tion f en α

(puisqu'on sait que f(α) = α). Par dé�nition, on a don
 lim
x→α

g(x) = f ′(α) =
1

1 + (α+ 1)2
.

Puisque 
ette limite est �nie, on peut prolonger g en une fon
tion g̃ dé�nie par g̃(α) = f ′(α),
et g̃(x) = g(x) lorsque x 6= α.

C. Résolution d'une équation di�érentielle.

1. La fon
tion f étant 
ontinue sur R, elle y admet des primitives. Calulons don
 une de 
es

primitives à l'aide d'une intégrale sans bornes : F (x) =

∫

arctan(x+1) dx, on va e�e
tuer une

IPP en posant u′(x) = 1, qu'on peut primitiver en u(x) = x, et v(x) = arctan(x+1), qui donne

v′(x) =
1

1 + (x+ 1)2
. Les deux fon
tions u et v étant 
ertainement de 
lasse C1

(et même C∞
)

sur R, l'IPP est justi�ée, et donne F (x) = x arctan(x+1)−
∫

x

1 + (x+ 1)2
dx = x arctan(x+
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1)−
∫

x+ 1

1 + (x+ 1)2
− 1

1 + (x+ 1)2
dx = x arctan(x+1)− 1

2
ln(1+(x+1)2)+arctan(x+1) (
e

qui se trouve dans le ln étant stri
tement positif sur R, pas besoin de valeur absolue). On s'est

dispensé d'ajouter une 
onstante d'intégration puisqu'on ne re
her
he qu'une primitive de f .

Une fon
tion 
onvenable est don
 dé�nie par F (x) = (x+1) arctan(x+1)− 1

2
ln(x2+2x+2).

2. Il s'agit d'une équation di�érentielles homogène du premier ordre. D'après le 
al
ul de pri-

mitive pré
édent, les solutions de 
ette équation sont de la forme y : x 7→ KeF (x) =

K
e(x+1) arctan(x+1)

√
x2 + 2x+ 2

, ave
 K ∈ R. La 
ondition initiale y(0) = 1 se traduit par K
earctan(1)√

2
= 1,

soit K =

√
2

e
π

4

. La fon
tion re
her
hée est don
 dé�nie sur R par

y(x) =

√
2

e
π

4

e(x+1) arctan(x+1)
√
x2 + 2x+ 2.

D. Étude d'une somme.

1. Deux méthodes prin
ipales sont envisageables.

La première 
onsiste à poser h(x) = arctan

(

1

1 + x+ x2

)

− f(x) + f(x − 1). La fon
tion

h est dé�nie et dérivable sur [1,+∞[ (et même sur R tout entier), de dérivée h′(x) =
−2x− 1

(1 + x+ x2)2
× 1

1 + 1
(1+x+x2)2

−f ′(x)+f ′(x−1) =
−2x− 1

1 + (1 + x+ x2)2
− 1

1 + (x+ 1)2
+

1

1 + x2
=

−2x− 1

1 + 1 + x2 + x4 + 2x+ 2x2 + 2x3
− 1

1 + x2 + 2x+ 1
+

1

1 + x2
=

−2x− 1

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 2
−

1

x2 + 2x+ 1
+

1

x2 + 1
. On 
onstate que (x2+2x+2)(x2+1) = x4+2x3+3x2+2x+2, on peut

don
 prendre 
ette expression 
omme dénominateur 
ommun et obtenir 
omme numérateur

(−2x− 1− 1− x2 + x2 + 2x+ 2 = 0. La dérivée h′ est don
 nulle, et la fon
tion h 
onstante

sur R. Comme par exemple h(0) = arctan(1)− arctan(1) + arctan(0) = 0, 
ette 
onstante est

nulle, 
e qui prouve l'égalité arctan

(

1

1 + x+ x2

)

= arctan(x+ 1)− arctan(x).

Deuxième méthode, utiliser un peu de trigonométrie : par dé�nition de la fon
tion ar
tangente,

on a tan

(

arctan

(

1

1 + x+ x2

))

=
1

1 + x+ x2
(égalité valable pour tout réel x). De plus,

tan(f(x)−f(x−1)) = tan(arctan(x+1)−arctan(x)) =
x+ 1− x

1 + (x+ 1)x
=

1

1 + x+ x2
en utilisant

la formule d'addition des tangentes tan(a−b) =
tan(a)− tan(b)

1 + tan(a) tan(b)
. Nos deux nombres ont don


la même tangente. De plus, si x > 1, f(x) = arctan(x+1) ∈
]π

4
,
π

2

[

, et f(x−1) ∈
[π

4
,
π

2

[

, don


−π

4
6 f(x)− f(x−1) 6

π

4
(en fait, la fon
tion f étant 
roissante, on peut même minorer par

0 au lieu de −π

4
). De même,

1

1 + x+ x2
> 0, don
 arctan

(

1

1 + x+ x2

)

∈
[

0,
π

2

[

. Comme

la fon
tion tangente est stri
tement 
roissante et inje
tive sur l'intervalle

[

−π

4
,
π

2

[

auquel

appartiennent les deux nombres f(x) − f(x − 1) et arctan

(

1

1 + x+ x2

)

, et que 
es deux

nombres ont la même tangente, ils sont né
essairement égaux.

2. En exploitant le résultat de la question pré
édente, on peut é
rire Sn =
n
∑

k=1

arctan

(

1

1 + k + k2

)

=

n
∑

k=1

arctan(1+k)−arctan(k) =
n+1
∑

k=2

arctan(k)−
n

∑

k=1

arctan(k) = arctan(n+1)−arctan(1) (on a

4



une belle somme téles
opique). Comme lim
n→+∞

arctan(n+1) =
π

2
, on en déduit la 
onvergen
e

de (Sn) vers
π

4
.

E. Cal
ul matri
iel.

1. Les fon
tions f et f ′
étant dé�nie sur R, 
haque réel admet une image (et une seule !) par

u, image qui appartient manifestement à M2(R), don
 u est bien une appli
ation de R dans

M2(R).

2. L'appli
ation u est inje
tive si et seulement si, pour deux 
ouples de réels (x, y) et (x′, y′),
(x, y) 6= (x′, y′) ⇒ u(x, y) 6= u(x′, y′). Or, la fon
tion f étant elle-même stri
tement 
roissante

sur R, elle est inje
tive. Si x 6= x′, on a don
 né
essairement f(x) 6= f(x′), et les matri
es

u(x, y) et u(x′, y′) (quelles que soient les valeurs de y et de y′) sont di�érentes puisqu'elles

ont (au moins) un 
oe�
ient di�érent. Le même raisonnement prouve que, si y 6= y′, alors

u(x, y) 6= u(x′, y′) pusique dans 
e 
as 
'est le 
oe�
ient deuxième ligne première 
olonne qui

sera di�érent dans les deux matri
es. Or, si (x, y) 6= (x′, y′), 
elà signi�e que soit x 6= x′, soit

y 6= y′. Dans les deux 
as, on aura bien u(x, y) 6= u(x′, y′), l'appli
ation u est don
 inje
tive.

3. Pour que u soit suje
tive, il faudrait que toute matri
e M ∈ M2(R) admette (au moins)

un anté
édent par u dans R
2
. Considérons par exemple une matri
e M dont le 
oe�
ient

première deuxième 
olonne est égal à −1 (peu importe la valeur des autres 
oe�
ients de

M). Pour pouvoir é
rire M sous la forme u(x, y), il faudrait don
 en parti
ulier trouver un

réel x tel que f ′(x) = −1, 
e qui n'est pas possible puisque f ′
est stri
tement positive sur R.

L'appli
ation u n'est don
 pas surje
tive.

4. (a) On a e�e
tué presque tous les 
al
uls né
essaires dans la partie A, manquait juste f ′(0) =
1

1 + 12
=

1

2
, don
 A =

(

π
4

1
2

0 1

)

.

(b) Calulons don
 A2 =

(

π2

16
π
8 + 1

2
0 1

)

. D'un autre 
�té,

(π

4
+ 1

)

A − π

4
I =

(

π2

16 + π
4

π
8 + 1

2
0 π

4 + 1

)

− π

4
I =

(

π2

16
π
8 + 1

2
0 1

)

. On a bien A2 =
(π

4
+ 1

)

A− π

4
I.

(
) On va pro
éder par ré
urren
e sur n. Au rang n = 0, la propriété est véri�ée en posant

simplement x0 = 0 et y0 = 1, puisque A0 = I = 0 × A + 1 × I. Supposons la propriétée

vraie au rang n, alors en exploitant le 
al
ul de la question pré
édente, on peut é
rire

An+1 = A × An = A(xnA+ ynI) = xnA
2 + ynA = xn

((π

4
+ 1

)

A− π

4
I
)

+ ynA, qui est

bien de la forme xn+1A + yn+1I, en posant xn+1 =
(π

4
+ 1

)

xn + yn, et yn+1 = −π

4
xn.

Ce
i prouve l'hérédité de la ré
urren
e, la propriété est don
 vraie pour tout entier naturel

n.

(d) Si on utilise la méthode proposée par l'énon
é, on 
onstate pour 
ommen
er que un+1 =

xn+1 + yn+1 =
(π

4
+ 1

)

xn + yn − π

4
xn = xn + yn (on a bien sûr utilisé les relations

obtenues à la question pré
édente). La suite (un) est don
 
onstant, égale à 1 puisque

u0 = x0 + y0 = 1.

Ensuite, vn+1 =
π

4
xn+1+yn+1 =

(

π2

16
+

π

4

)

xn+
π

4
yn−

π

4
xn =

π2

16
xn+

π

4
yn =

π

4

(π

4
xn + yn

)

=

π

4
vn. La suite (vn) est don
 géométrique de raison

π

4
et de premier terme v0 = 1, don


vn =
(π

4

)n

.

Il ne reste plus qu'à retrouver les valeurs de xn et de yn : vn − un =
(π

4
− 1

)

xn, don
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xn =
4

π − 4

(

(π

4

)2
− 1

)

; et yn = 1 − xn = 1 − 4

π − 4

(

(π

4

)2
− 1

)

. Alternativement,

π

4
un − vn =

(π

4
− 1

)

yn, don
 yn =
4

π − 4

(π

4
−

(π

4

)n)

=
π

π − 4

(

1−
(π

4

)n−1
)

.

(e) On sait que An = xnA + ynI, il su�t don
 de rempla
er par les valeurs obtenues à la

question pré
édentes.

F. Dénombrement.

1. Comme on l'a déjà vu dans la partie A, la fon
tion f prend toutes les valeurs de l'intervalle

ouvert

]

−π

2
,
π

2

[

. Les parties entières 
orrespondantes sont 
omprises entre −2 et 1 (in
lus).

2. (a) L'urne 
ontient don
 3 boules portant le numéro −2, 2 boules numérotées −1, une boule

ave
 le numéro 0 et 2 boules ave
 le numéro 1, soit au total 8 boules.

(b) Puisqu'on e�e
tue des tirages su

essifs ave
 remise, on utilisera des listes. Plus pré
isé-

ment, un tirage 
orrespondra à une 3-liste d'éléments de l'ensemble des 8 boules présentes

dans l'urne.

(
) Le nombre de tirages est don
 égal à 83 = 512.

(d) On peut passer par le 
omplémentaire : le nombre de tirages ne 
omportant au
une boule

numérotée −2 vaut 53 = 125, puisqu'il y a 
inq boules dans l'urne qui ne sont pas numé-

rotées −2. La réponse à la question posée est don
 512 − 125 = 387.

(e) Il faut 
hoisir les deux boules 1 qui vont être tirées, 
e qui peut se faire de 22 = 4 façons

di�érentes (ave
 l'ordre de 
es deux boules imposé par 
e 
hoix), 
hoisir la boule tirée pour


ompléter le tirage (6 possibilités puisqu'il faut éliminer les boules 1 si on veut exa
tement

deux boules 1 au total), et en�n 
hoisir à quel tirage 
ette boule a été tirée (3 possibilités),

soit un nombre de tirages possibles égal à 4× 6× 3 = 72.
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