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Exer
i
e 1

1. On pose don
 t =
1

2
x−1, soit x = 2t+2, 
e qui implique en parti
ulier dx = 2 dt. Les bornes

de l'intégrale deviennent

1

2
− 1 = −

1

2
et 1− 1 = 0, et surtout 
e qui se trouve sous la ra
ine

devient 4x − x2 = 4(2t + 2) − (2t + 2)2 = 8t + 8 − 4t2 − 8t − 4 = 4(1 − t2). On peut don


é
rire I =

∫ 0

−
1

2

1
√
4− 4t2

× 2 dt =

∫ 0

−
1

2

1
√
1− t2

dt = [arcsin(t)]0
−

1

2

=
π

6
.

2. E�e
tuons don
 une démonstration par ré
urren
e : lorsque n = 1 (on peut même 
om-

men
er à n = 0 si on préfère), la somme de gau
he vaut −1 et le membre de droite vaut

(−1)×
1× 2

2
= −1, l'égalité est don
 véri�ée. Supposons-la maintenant véri�ée au rang n pour

un 
ertain entier n > 1. On peut alors é
rire

n+1
∑

k=1

(−1)kk2 =
n
∑

k=1

(−1)kk2 + (−1n+1)(n+ 1)2 =

(−1)n
n(n+ 1)

2
+(−1)n+1(n+1)2 en exploitant l'hypothèse de ré
urren
e. Comme (−1)n+1 =

−(−1)n, on peut fa
toriser notre expression sous la forme (−1)n+1(n + 1)
(

n+ 1−
n

2

)

=

(−1)n+1 (n + 1)(n + 2)

2
, 
e qui est exa
tement la formule qu'on souhaitait démontrer. La pro-

priété est don
 véri�ée pour tout entier naturel n > 1.

3. On 
ommen
e par e�e
tuer une dé
omposition en éléments simples :

x− 1

x(x+ 1)(x+ 2)
=

a

x
+

b

x+ 1
+

c

x+ 2
pour trois réels a, b et c à déterminer. En multipliant par x, on doit avoir

a+
bx

x+ 1
+

cx

x+ 2
=

x− 1

(x+ 1)(x+ 2)
, 
e qui donne lorsque x tend vers 0 la valeur a = −

1

2
. De

même, en multipliant par x+ 1 et en faisant tendre x vers −1, on trouve b =
−2

−1
= 2. En�n,

si on fait tendre x vers +∞ après avoir multiplié par x, on trouve a + b + c = 0, don
 c =

−a− b = −
3

2
. Il est maintenant temps de 
al
uler notre intégrale :

∫ 2

1

x− 1

x(x+ 1)(x+ 2)
dx =

∫ 2

1
−

1

2x
+

2

x+ 1
−

3

2(x+ 2)
dx =

[

−
1

2
ln(x) + 2 ln(x+ 1)−

3

2
ln(x+ 2)

]2

1

= −
1

2
ln(2) +

2 ln(3)−
3

2
ln(4) − 2 ln(2) +

3

2
ln(3) = −

11

2
ln(2) +

7

2
ln(3).

4. Il su�t de 
al
uler d'abord la somme dépendant de l'indi
e i pour avoir ensuite une sim-

pli�
ation bienvenue : S =
∑

16i6j6n

i2

j(j + 1)
=

n
∑

j=1

j
∑

i=1

i2

j(j + 1)
=

n
∑

j=1

j(j + 1)(2j + 1)

6j(j + 1)
=

1

6

n
∑

j=1

2j + 1 =
n(n+ 1)

6
+

n

6
=

n(n+ 2)

6
.
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5. L'équation 
ara
téristique asso
iée à 
ette équation di�érentielle d'ordre 2 à 
oe�
ients 
onstants

est x2 − 4x + 3 = 0, qui admet pour dis
riminant ∆ = 16 − 12 = 4, et pour ra
ines

r1 =
4− 2

2
= 1 (oui, on pouvait aussi 
onstater qu'il y avait une ra
ine évidente) et

r2 =
4 + 2

2
= 3. Les solutions de l'équation homogène asso
iée à notre équation sont don
 les

fon
tions dé�nies par des équations de la forme yh(x) = Aex +Be3x, ave
 (A,B) ∈ R
2
.

On 
her
he désormais une solution parti
ulière à l'équation 
omplète sous la forme yp(x) =
(ax2 + bx+ c)ex (puisque 1 a le mauvais goût d'être ra
ine de l'équation 
ara
téristique). On


al
ule don
 y′p(x) = (2ax+b+ax2+bx+c)ex, puis y′′p(x) = (2a+b+4ax+b+ax2+bx+c)ex.
On introduit 
es expression dans l'équation 
omplète, et on se permet en passant de supprimer

les ex qui se fa
torisent partout : yp est solution si 2a+ 2b+ c+ 4ax+ bx+ ax2 − 4b− 4c−
8ax− 4bx− 4ax2 +3ax2+3bx+3c = 2x+1, soit −4ax+2a− 2b = 2x+1. Une identi�
ation

immédiate donne a = −
1

2
et b = −1 (on peut 
hoisir c 
omme on le souhaite, on prendra don


c = 0), soit yp(x) =

(

−
x2

2
− x

)

ex. Toutes les solutions de l'équation ont alors des équations

de la forme y(x) =

(

−
x2

2
− x+A

)

ex +Be3x, ave
 (A,B) ∈ R
2
.

Pour la résolution du problème de Cau
hy, on 
ommen
e par évaluer en 0 à l'aide de l'expres-

sion pré
édente, 
e qui donne A+B = −
1

2
. Puis on 
al
ule y′(x) =

(

−x− 1−
x2

2
− x+A

)

ex+

3Be3x, 
e qui évaluté en 0 donne la se
onde 
ondition −1 +A+ 3B = −
3

2
. En soutrayant la

première 
ondition à 
elle-
i, on trouve −1 + 2B = −1, don
 B = 0. Reste alors A = −
1

2
,

don
 y(x) = −
1

2
(x2 + 2x + 1)ex = −

1

2
(x + 1)2ex. On peut déjà 
onstater que la fon
-

tion y ne prend que des valeurs négatives et s'annule en x = −1, où il y aura don
 un

maximum pour y. Mais reprenons le 
al
ul de y′ à partir de 
ette nouvelle expression :

y′(x) = −(x + 1)ex −
1

2
(x + 1)2ex = −

(

1

2
x+

3

2

)

(x + 1)ex. En parti
ulier, y′ s'annule

sans surprise pour x = −1, mais aussi pour x = −3, où la fon
tion admettra un munimum de

valeur y(−3) = −
1

2
× 4e−3 = −

2

e3
≃ −0.1. On a par ailleurs lim

x→+∞

y(x) = −∞ (
al
ul dire
t)

et lim
x→−∞

y(x) = 0 (
roissan
e 
omparée très 
lassique, on développe tout pour vraiment être

dans le 
adre du 
ours). Bref, un tableau de variations ressemblant à 
e
i :

x −∞ −3 −1 0 +∞

f

0
❍
❍
❍❥−2e3

✟✯
✟

✟

0
❍
❍
❍❥−1

2❍
❍
❍❥−∞

Et une 
ourbe de 
e type :
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Exer
i
e 2

1. Posons don
 x = tan(t), ou t = arctan(x), 
e qui implique don
 dt =
1

1 + x2
dx. Ça tombe

bien, puisqu'on don
 faire disparaitre un fa
teur

1

1 + x2
de l'intégrale de départ � dans le

dt �. On obtient don
 F (x) =

∫

1

(1 + x2)2
dx =

∫

1

1 + tan2(t)
dt. Or, on sait bien que

1 + tan2(t) =
1

cos2(t)
(formules de dérivation de la fon
tion tangente), et par ailleurs que

cos2(x) =
cos(2x)

2
+

1

2
en utilisant la formule de dupli
ation cos(2x) = 2 cos2(x) − 1. On

en déduit que F (x) =

∫

cos(2t)

2
+

1

2
dt =

sin(2t)

4
+

t

2
=

sin(arctan(x)

4
+

arctan(x)

2
. Re-

marquons déjà qu'il s'agit bien de la primitive F 
her
hée puisque 
ette fon
tion s'annule

en 0. On peut toutefois la simpli�er un peu : en 
ontinuant à noter t = arctan(x), 
omme

1+tan2(arctan(x)) = 1+x2, on a cos2(t) =
1

1 + x2
, et don
 sin2(t) = 1−

1

1 + x2
=

x2

1 + x2
. On

en déduit que sin2(t) cos2(t) =
x2

(1 + x2)2
, don
 sin2(2t) = 4 sin2(t) cos2(t) =

4x2

(1 + x2)2
. Or,

sin(2t) est du signe de x (en e�et, si x > 0, arctan(x) ∈
[

0,
π

2

[

, don
 2t ∈ [0, π[ et sin(2t) > 0,

et de même si x 6 0), don
 on aura toujours sin(2t) =
2x

1 + x2
. On peut en�n exprimer plus

simplement notre primitive : F (x) =
x

2(1 + x2)
+

1

2
arctan(x).

2. (a) On va don
 
al
uler G(x) =

∫

x2

(1 + x2)2
dx en posant v(x) = x, et don
 v′(x) = 1,

et u′(x) =
x

(1 + x2)2
, qui admet par exemple pour primitive u(x) = −

1

2(x2 + 1)
(puis-

qu'on a une forme

u′

u2
à une 
onstante près). On en déduit que G(x) = −

x

2(x2 + 1)
+

∫

1

2(x2 + 1)
dx = −

1

2(x2 + 1)
+

1

2
arctan(x).

(b) En é
rivant brillamment f(x) =
1 + x2 − x2

(x2 + 1)2
=

1

1 + x2
− g(x), on 
onstate qu'une pri-
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mite de f est donnée par l'expression arctan(x)−G(x) =
1

2
arctan(x) +

1

2(x2 + 1)
. Cette

primitive s'annulant en 0, il s'agit de la fon
tion F .

3. (a) Utilisons don
 la méthode brutale de mise au même dénominateur :

α

x− i
+

β

(x− i)2
+

α

x+ i
+

β

(x+ i)2
=

α(x+ i)2(x− i) + β(x+ i)2 + α(x− i)2(x+ i) + β(x− i)2

(x2 + 1)2
. Contentons-

nous de re
opier le numérateur, qu'on notera N , en développant tout : N = α(x2+1)(x+
i) + α(x2 + 1)(x − i) + β(x2 + 2ix − 1) + β(x2 − 2ix − 1) = (α + α)x3 + (iα − iα + β +
β)x2 + (α + α + 2iβ − 2iβ)x + iα − iα − β − β). Cette magni�que expression est 
ensée

être égale à 1, identi�ons don
 : le terme en x3 s'annule, 
e qui implique α+α = 0, autre-
ment dit α doit être imaginaire pur. Pour que le terme en x s'annule, on doit alors avoir

β − β = 0, don
 β doit être réel. En notant a la partie imaginaire de α, le 
oe�
ient de

x2 (qui doit être nul aussi) vaut maintenant −2a+ 2β, et le 
oe�
ient 
onstant, qui doit

être égal à 1, vaut −2a − 2β. En additionnant 
es deux 
onditions, on trouve −4a = 1,

soit a = −
1

4
, et don
 α = −

i

4
. En les soustrayant, β = −

1

4
. Il est temps de 
on
lure :

1

(x2 + 1)2
= −

i

4(x− i)
+

i

4(x+ i)
−

1

4(x− i)2
+

1

4(x+ i)2
.

(b) En e�et,−
i

4(x− i)
+

i

4(x+ i)
=

i(x− i)− i(x+ i)

4(x2 + 1)
=

1

2(x2 + 1)
, qui admet pour primitive

−
1

2
arctan(x).

(
) Il su�t de prendre −
β

x− i
, soit i
i

1

4(x− i)
. On peut se 
ontenter de prendre le 
onjugué

pour une primitive de

β

(x+ i)2
, qui sera don


1

4(x+ i)
.

(d) En additionnant les trois primitives 
al
ulées aux questions pré
édentes, on trouve−
1

2
arctan(x)+

1

4(x+ i)
+

1

4(x− i)
= −

1

2
arctan(x)+

x

2(x2 + 1)
. On retrouve bien la bonne expression de

F (qui est 
lairement réelle !).

Problème

A. Cal
uls préliminaires.

1. On peut mettre au même dénominateur, 
e qui ira très vite i
i :

a

x
+
bx+ c

x2 + 1
=

ax2 + a+ bx2 + cx

x(x2 + 1)
.

On veut que le numérateur soit égal à 1, une identi�
ation fa
ile donne a = 1 (terme 
onstant),

c = 0, puis a + b = 0, don
 b = −1. Autrement dit,

1

x(x2 + 1)
=

1

x
−

x

x2 + 1
. Une primitive

de 
ette fon
tion est x 7→ ln(x)−
1

2
ln(x2 + 1).

2. On va 
al
uler

∫

(1 − x2) ln(x) dx par une IPP en posant v(x) = ln(x), don
 v′(x) =
1

x
,

et u′(x) = 1 − x2, on peut don
 prendre u(x) = x −
x3

3
. On a alors

∫

(1 − x2) ln(x) =
(

x−
x3

3

)

ln(x)−

∫

1−
x2

3
dx =

(

x−
x3

3

)

ln(x) +
x3

9
− x.

3. Là aussi on pro
ède par IPP en posant v(x) = ln(x) et v′(x) =
1

x
, et u′(x) = x ave
 u(x) =

x2

2

qui 
onvient. On obtient don


∫

x ln(x) dx =
x2

2
ln(x)−

∫

x

2
dx =

x2

2
ln(x)−

x2

4
.
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B. Résolution de l'équation homogène (E0).

1. Si y(x) = x, on a y′(x) = 1 et y′′(x) = 0, et en remplaçant dans le membre de gau
he de

notre équation, −
2x

1 + x2
× 1 +

2

1 + x2
× x est bien égal à 0.

2. Autrement dit, on a y(x) = xz(x), don
 y′(x) = z(x) + xz′(x), puis y′′(x) = 2z′(x) + xz′′(x).

On met tout ça dans notre équation homogène pour obtenir 2z′(x) + xz′′(x)−
2x

1 + x2
z(x)−

2x2

1 + x2
z′(x) +

2x

1 + x2
z(x) = 0, soit xz′′(x) +

2

1 + x2
z′(x) = 0 en mettant les termes en z′ au

même dénominateur.

3. On normalise : w′ +
2

x(1 + x2)
w = 0. Une primitive de notre 
oe�
ient (à un fa
teur 2 près)

ayant déjà été déterminée plus haut, on peut dire
tement donner les solutions de l'équation

(qui est homogène) : elles sont de la forme w(x) = Ke−2 ln(x)+ln(x2+1) =
K(x2 + 1)

x2
, ave


K ∈ R. On peut aussi é
rire w(x) = K +
K

x2
, fon
tion dont il su�t de 
al
uler les primitives

pour obtenir les fon
tions z 
onvenables : z(x) = Kx−
K

x
+ L, ave
 (K,L) ∈ R

2
(attention

à ne pas oublier la se
onde 
onstante issue de l'intégration).

4. Il su�t de 
on
lure : y(x) = xz(x) = Kx2 + Lx−K, ave
 (K,L) ∈ R
2
.

C. Résolution de l'équation 
omplète (E).

1. C'est un simple 
al
ul : y′p(x) = A(x) + xA′(x) + 2xB(x) + (x2 − 1)B′(x). Ave
 l'hypothèse

e�e
tuée dans l'énon
é, il ne reste que y′p(x) = A(x) + 2xB(x). En dérivant 
ette expression,

on a ensuite y′′p(x) = A′(x) + 2B(x) + 2xB′(x).

2. En
ore une fois, on remet tout dans l'équation : A′(x) + 2B(x) + 2xB′(x) −
2x

1 + x2
A(x) −

4x2

1 + x2
B(x) +

2x

1 + x2
A(x) +

2x2 − 2

x2 − 1
B(x) = (x2 + 1) ln(x), 
e qui se simpli�e 
omme prévu

en A′(x) + 2xB′(x) = (x2 + 1) ln(x).

3. En notant (1) la 
ondition imposée dans l'énon
é, et (2) la deuxième relation obtenue à

la question pré
édente, on peut 
al
uler (1) − x × (2) pour obtenir (x2 − 1 − 2x2)B′(x) =
−x(x2+1) ln(x), soit B′(x) = x ln(x). On a vu plus haut qu'on pouvait don
 prendre B(x) =
x2

2
ln(x) −

x2

4
. Ensuite, on reprend par exemple (2) pour trouver A′(x) = (x2 + 1) ln(x) −

2x2 ln(x) = (1 − x2) ln(x), et là en
ore on a déjà tout 
al
ulé : on peut prendre A(x) =
(

x−
x3

3

)

ln(x) +
x3

9
− x. Une solution de notre équation 
omplète est don
 la fon
tion

yp : x 7→

(

x2 −
x4

3

)

ln(x)+
x4

9
−x2+

x4 − x2

2
ln(x)−

x4

4
+
x2

4
=

(

x4

6
+

x2

2

)

ln(x)−
5

36
x4−

3

4
x2.

4. Il n'y a plus qu'à re
opier : y(x) =

(

x4

6
+

x2

2

)

ln(x) −
5

36
x4 +

(

K −
3

4

)

x2 + Lx−K, ave


(K,L) ∈ R
2
.
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