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Exer
i
e 1

1. On peut utiliser une formule de transformation somme-produit sur les deux termes extrêmes

pour obtenir cos(4x) + cos(14x) = 2 cos(9x) cos(5x), et don
 réé
rire notre équation sous la

forme cos(9x)(2 cos(5x) + 1) = 0. L'équation est don
 véri�ée si cos(9x) = 0, soit 9x ≡ π

2
[π],

ou en
ore x ≡ π

18

[π

9

]

; ou si cos(5x) = −1

2
, soit 5x = ±2π

3
[2π], don
 x ≡ 2π

15

[

2π

5

]

ou

x ≡ −2π

15

[

2π

5

]

. Inutile d'essayer de regrouper 
es solutions sous une forme simple, ça ne

fon
tionnera pas.

2. Un 
al
ul de somme tout à fait 
lassique : S =

n+2
∑

k=1

3k−122−k =

n+1
∑

k=0

3k21−k
via un petit


hangement d'indi
e. Ensuite, S = 2

n+1
∑

k=0

(

3

2

)k

= 2 × 1− (32 )
n+2

1− 3
2

= 4

(

(

3

2

)n+2

− 1

)

=

3n+2

2n
− 4.

3. On peut déjà 
ommen
er par remarquer que cos

(

12π

9

)

= cos

(

4π

3

)

= −1

2
. Pour 
eux qui

restent, on ne 
onnait bien sûr pas les valeurs, tentons une transformation somme-produit sur

deux des trois termes (peu importe lesquels) : cos

(

2π

9

)

+cos

(

4π

9

)

= 2cos

(

3π

9

)

cos
(π

9

)

=

cos
(π

9

)

. Ça tombe vraiment fort bien puisqu'à 
�té de ça il nous reste un cos

(

8π

9

)

=

cos
(

π − π

9

)

= − cos
(π

9

)

. Les trois premiers termes de la somme s'annulent don
 et la valeur


her
hée est simplement −1

2
.

4. L'équation est dé�nie pour tout réel, et on a bien sûr envie de mettre une tangente autour de


haque membre, mais attention, l'équation obtenue ne sera pas équivalente ! On obtient alors

tan(arctan(2x)+arctan(3x)) = 1, soit
2x+ 3x

1− 2x× 3x
= 1, soit en
ore 5x = 1−6x2. On est don


ramenés à l'équation du se
ond degré 6x2+5x−1, qui a pour dis
riminant ∆ = 25+24 = 49,

et pour solutions x1 =
−5− 7

12
= −1 et x2 =

−5 + 7

12
=

1

6
. La valeur x1 ne peut sûrement

pas être solution de l'équation de départ puisque arctan(−2) + arctan(−3) < 0 (puisque les

tangentes sont égales, on en déduit en fait que arctan(−2) + arctan(−3) = −3π

4
. Par 
ontre,

arctan

(

1

3

)

+ arctan

(

1

2

)

∈ [0, π[ (somme de deux ar
tangentes de nombres positifs), et a

une tangente égale à 1, don
 
et angle est bien égal à

π

4
, et l'unique solution de notre équation

est

1

6
.
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5. Il faut que |x| > 0 pour que f soit dé�nie, don
 Df = R
∗
. De plus, f(−x) = | − x ln(|x|)| =

f(x), don
 f est paire, on peut se 
ontenter de l'étudier sur ]0,+∞[. Sur 
et intervalle, on

a f(x) = |x ln(x)|, on peut don
 poser g(x) = x ln(x) et étudier g pour 
ommen
er. La

fon
tion g est dérivable, de dérivée g′(x) = ln(x) + 1 qui s'annule pour x = e−1 =
1

e
. De

plus, g est négative sur ]0, 1] et positive ensuite, et g

(

1

e

)

= −1

e
. En�n, on a sans problème

lim
x→+∞

g(x) = +∞, et par 
roissan
e 
omparée 
lassique lim
x→0

g(x) = 0. On peut don
 dresser

le tableau de variations de g et en déduire 
elui de f (pour f , on donnera même le tableau


omplet) :

x −∞ −1 −1
e

0 1
e

1 +∞

g 0
❍❍❍❥−1

e

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

f

+∞
❅
❅
❅❘

0

✟✯✟✟

1
e ❍❍❍❥

0 0

✟✯✟✟

1
e ❍❍❍❥

0

�✒
�

�

+∞

Une petite allure de 
ourbe pour terminer :

0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

Exer
i
e 2

1. La fon
tion f est 2π-périodique (le cos(3x) a même une période minimale plus petite de

2π

3
,

mais pour le cos3(x) on ne peut pas des
endre en-dessous de 2π), et paire (puisque cos l'est,
le fait de mettre au 
ube ou de 
omposer par 3x n'y 
hange rien), don
 on va l'étudier sur
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l'intervalle I = [0, π] (par symétrie due à la parité, on ré
upèrera la 
ourbe sur [−π, 0] et on
aura ainsi une période 
omplète).

2. C'est du 
al
ul basique : f
(π

3

)

= cos(π) cos3
(π

3

)

= −1 × 1

23
= −1

8
, et f

(

−π

4

)

=

cos

(

−3π

4

)

× cos3
(π

4

)

= −
(√

2

2

)4

= −1

4
.

3. C'est du 
al
ul nettement moins basique. Commençons don
 par évaluer cos3
(π

5

)

=
(1 +

√
5)3

43
=

1 + 3
√
5 + 15 + 5

√
5

64
=

2 +
√
5

8
, puis rappelons-nous des formules de tripli
ation pour 
al
u-

ler cos

(

3π

5

)

= 4cos3
(π

5

)

− 3 cos
(π

5

)

=
2 +

√
5

2
− 3 + 3

√
5

4
=

1−
√
5

4
. Il ne reste plus qu'à

faire le produit des deux valeurs : f
(π

5

)

=
1−

√
5

4
× 2 +

√
5

8
=

−3−
√
5

32
. Oui, vous m'otez

les mots de la bou
he, 
'est absolument palpitant 
omme résultat.

4. Au
une raison de 
ompliquer les 
hoses, il faut avoir cos(3x) = 0, ou cos(x) = 0. En fait il

su�t de se limiter à la première 
ondition, 
ar si cos(x) = 0 alors cos(3x) = 0 (
'est fa
ile à

prouver). On doit don
 avoir 3x ≡ π

2
[π], soit x ≡ π

6

[

2π

3

]

.

5. Une façon de faire est de partir de la forme développée f(x) = 4 cos6(x)− 3 cos4(x) obtenue
en remplaçant le cos(3x) via formule de tripli
ation. On a don
 f ′(x) = −24 sin(x) cos5(x) +
12 sin(x) cos3(x) = 12 sin(x) cos3(x)(1 − 2 cos2(x)) = −12 sin(x) cos(2x) cos3(x) (il manquait

le fameux signe − dans l'énon
é). Au
une di�
ulté pour étudier le signe de 
e produit sur

notre intervalle I : sin(x) y est toujours positif, cos3(x) 
hange de signe en

π

2
(positif avant,

négatif après) et cos(2x) 
hange de signe en

π

4
et

3π

4
(de façon générale cos(2x) = 0 si

2x ≡ π

2
[π], don
 si x ≡ π

4

[π

2

]

). On a déjà 
al
ulé f
(π

4

)

= −1

4
un peu plus haut (la fon
tion

étant paire), et f

(

3π

4

)

= −1

4
également (
'est le même 
al
ul, sauf que le signe n'apparait

pas au même endroit). On sait déjà que f s'annule en

π

2
, ainsi d'ailleurs qu'en

π

6
et en

5π

6
sur

notre intervalle I. En�n, f(0) = f(π) = 1 (
al
ul immédiat). On peut don
 dresser le tableau

de variations suivant :

x 0 π
6

π
4

π
2

3π
4

5π
6 π

f

1❍❍❍❥0
❍❍❍❥−1

4

✟✯✟✟

0
❍❍❍❥−1

4

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

1

6. On a déjà signalé que f
(π

6

)

= 0. De plus, f ′
(π

6

)

= −12 sin
(π

6

)

cos
(π

3

)

cos3
(π

6

)

= −3×
(√

3

2

)3

= −9
√
3

8
. En 
onsidérant que 3

√
3 ≃ 5, on trouve une valeur appro
hée de 
e


oe�
ient dire
teur égale à −15

8
, don
 pas très loin de −2. L'équation de la tangente est

a

essoirement y = −9
√
3

8
x+

3
√
3π

16
.

7. On a déjà tout 
e qu'il faut pour tra
er tout 
elà pré
isément :
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0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

−1

Exer
i
e 3

1. Mettons au même dénominateur :

a

k
+

b

k + 2
=

a(k + 2) + bk

k(k + 2)
=

(a+ b)k + 2a

k(k + 2)
. Par identi�-


ation des 
oe�
ients, le numérateur ne peut être égal à 1 pour tout entier k que si a+ b = 0

et 2a = 1, soit a =
1

2
et b = −a = −1

2
.

2. On en déduit que Sn =
1

2

n
∑

k=1

1

k
− 1

2

n
∑

k=1

1

k + 2
=

1

2

n
∑

k=1

1

k
− 1

2

n+2
∑

k=3

1

k
après dé
alage d'indi
e

dans la deuxième somme. On re
onnait là une somme téles
opique : Sn =
1

2
+

1

4
+

1

2

n
∑

k=3

1

k
−

1

2

n
∑

k=3

1

k
− 1

2n+ 2
− 1

2n + 4
=

3

4
− 1

2n + 2
− 1

2n+ 4
. Inutile de 
her
her à simpli�er plus, 
ette

forme su�t largement à 
onstater que la suite (Sn) admet pour limite

3

4
quand n tend vers

+∞.

3. On 
her
he don
 à prouver par ré
urren
e la propriété Pn :

n
∑

k=1

1

k(k + 2)
=

3

4
− 1

2n + 2
−

1

2n + 4
.

Au rang 1, la somme de gau
he est égale à

1

3
(il n'y a qu'un seul terme), et le membre de

droite vaut

3

4
− 1

4
− 1

6
=

1

3
, don
 P1 est vraie.

Supposons maintenant la formule véri�ée au rang n, et é
rivons Sn+1 =

n+1
∑

k=1

1

k(k + 2)
=

Sn +
1

(n+ 1)(n + 3)
. On rempla
e Sn en utilisant l'hypothèse de ré
urren
e, et on utilise le


al
ul de la première question pour obtenir

1

(n + 1)(n + 3)
=

1

2(n + 1)
− 1

2(n + 3)
. On peut

4



don
 é
rire Sn+1 =
3

4
− 1

2n+ 2
− 1

2n+ 4
+

1

2n+ 2
− 1

2n+ 6
=

3

4
− 1

2n+ 4
− 1

2n+ 6
, soit

exa
tement la formule attendue pour Pn+1. On a don
 prouvé l'hérédité de notre ré
urren
e,

la formule est vraie pour tout entier n > 1.

Exer
i
e 4

1. (a) La fon
tion g est dé�nie et dérivable sur R, de dérivée g′(x) = 2(x−1)e−x− (x−1)2e−x =
(x− 1)e−x(2− (x− 1)) = (x− 1)(3−x)e−x

. Le signe de 
ette dérivée est 
elui du trin�me

(x− 1)(3 − x), qui est négatif à l'extérieur de ses ra
ines. On 
al
ule en passant g(1) = 0

et g(3) =
4

e3
. De plus, lim

x→−∞
g(x) = +∞ (pas de forme indéterminée de 
e 
�té). En�n,

g(x) = x2e−x − 2xe−x + e−x
, et 
ha
un des termes de 
ette somme a une limite nulle en

+∞ (par 
roissan
e 
omparée 
lassique pour les deux premiers), don
 lim
x→+∞

g(x) = 0. On

peut don
 dresser le tableau de variations suivant :

x −∞ 1 3 +∞

g

+∞
❅
❅
❅❘
0

✟✯✟✟

4
e3❍❍❍❥ 0

(b) En utilisant la valeur de l'énon
é, g(3) ≃ 1

5
. Par ailleurs, g(0) = 1, 
e qui permet de

pré
iser un peu l'allure de la 
ourbe.

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2

0

1

2

3

4

(
) Commençons par pré
iser que g est 
ontinue don
 bije
tive sur 
ha
un des trois intervalles

où elle est monotone : elle e�e
tue une bije
tion de ]−∞, 1] vers [0,+∞[ ; puis de ]1, 3[ vers

5



]

0,
4

e3

[

; et en�n de [3,+∞[ vers

]

0,
4

e3

]

(remarquez que j'ai bien fait exprès de prendre

des intervalles disjoints au niveau de l'axe des abs
isses). Distinguons maintenant nos 
as :

• si a < 0, l'équation g(x) = a ne peut pas avoir de solution puisque g ne prend que des

valeurs positives.

• si a = 0, l'équation admet une seule solution x = 1 puisque 0 appartient à un seul des

trois intervalles images dé�nis 
i-dessus.

• si a ∈
]

,
4

e3

[

, l'équation admet trois solutions, une sur 
ha
un des intervalles dé�nis


i-dessus.

• si a =
4

e3
, l'équation admet deux solutions : x = 3 et une autre solution appartenant

à l'intervalle ]−∞, 1].

• si a >
4

e3
, l'équation admet une seule solution, dans l'intervalle ] − ∞, 1] puisque a

n'est dans au
un des deux autres intervalles images.

2. Un 
al
ul très simlaire à 
elui de la limite de g en +∞ (à 
oup de 
roissan
e 
omparée)

permet d'a�rmer que lim
x→+∞

k(x2 + 1)e−x = 0 (quelle que soit la valeur de k). On a don


lim
x→+∞

fk(x) − x = 0, 
e qui prouve que la droite d'équation y = x est asymptote oblique à

toutes les 
ourbes Ck en +∞.

3. On 
al
ule don
 f ′
k(x) = 1+2kxe−x−k(x2+1)e−x = 1−ke−x(x2−2x+1) = 1−k(x−1)2e−x =

1 − kg(x). L'équation f ′
k(x) = 0 est don
 équivalente à g(x) =

1

k
(dans le 
as où k = 0,

f0(x) = x et il ne peut bien sûr pas y avoir de tangente horizontale). D'après les résultats de

la question 1.c :

• si k < 0,
1

k
est aussi stri
tement négatif, et l'équation n'a pas de solution, il n'y a don


pas de tangente horizontale à Ck.
• si k =

e3

4
, alors il y a exa
tement deux tangentes horizontales.

• si 0 < k <
e3

4
, alors

1

k
>

4

e3
et il y a une tangente horizontale.

• si k >
e3

4
, alors 0 <

1

k
<

4

e3
, et il y aura trois tangentes horizontales.

4. Les points en question ont des 
oordonnées de la forme (x, fk(x)), ave
 par ailleurs f
′
k(x) = 0,

don
 gk(x) =
1

k
. Autrement dit, on doit avoir y = x + k(x2 + 1)e−x

, et en même temps

(x − 1)2e−x =
1

k
. De la deuxième équation, on déduit que e−x =

1

k(x− 1)2
(la valeur x = 1

ne peut jamais annuler f ′
k), don
 en remplaçant dans la première équation y = x+

x2 + 1

(x− 1)2
=

x(x− 1)2 + x2 + 1

(x− 1)2
, 
e qui est bien de la forme y =

P (x)

Q(x)
demandée. Personne n'a fait 
ette

question, mais en fait elle était fa
ile (et rapportait des points, tant pis pour vous !).

5. On remarque que, quelle que soit la valeur de k, f ′
k(1) = 1, don
 toutes 
es tangentes ont un

même 
oe�
ient dire
teur et son parallèles (mais pas 
onfondues 
ar fk(1), lui, dépend de k).

6. (a) Cal
ulons don
 f ′
k(2) = 1− ke−2

, et fk(2) = 2 + 5ke−2
. On peut alors donner l'équation

de la tangente Tk : y =

(

1− k

e2

)

(x− 2) + 2 + 5
k

e2
=

(

1− k

e2

)

x+ 7
k

e2
.

(b) Les droites sont 
on
ourantes s'il existe une valeur de x pour laquelle la valeur de y

donnée par l'équation de la question pré
édente est indépendante de k. Il su�t pour 
elà

de prendre x = 7 pour éliminer les termes en

k

e2
et trouver y = 7. Toutes les tangentes

Tk passent don
 par le point de 
oordonnées (7, 7). On peut aussi retrouver 
e résultat en
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déterminant l'interse
tion de deux de 
es droites puis en véri�ant que le point appartient

aussi à toutes les autres.

Exer
i
e 5

1. Je vous laisse relire votre 
ours pour la démonstration de 
e résultat 
lassique : ch2(x) −
sh2(x) = 1.

2. La fon
tion u est dé�nie et dérivable sur R (son dénominateur ne s'annule jamais puisque ch ne

prend que des valeurs stri
tement positives), de dérivée u′(x) =
ch(x)(1 + ch(x))− sh2(x)

(1 + ch(x))2
=

ch(x) + ch2(x)− sh2(x)

(1 + ch(x))2
=

ch(x) + 1

(1 + ch(x))2
=

1

1 + ch(x)
en exploitant en 
ours de 
al
ul le

résultat rappelé à la question pré
édente. Cette dérivée étant toujours stri
tement positive,

u est stri
tement 
roissante sur R. De plus, u est une fon
tion impaire en tant que quotient

d'une fon
tion impaire par une fon
tion paire. En passant tout sous forme exponentielle et

en multipliant numérateur et dénominateur par 2, on peut é
rire u(x) =
ex − e−x

2 + ex + e−x
=

1− e−2x

1 + 2e−x + e−2x
, 
e dont on déduit fa
ilement que lim

x→+∞
u(x) = 1. Par parité, on en déduit

lim
x→−1

u(x) = −1 (qu'on peut aussi trouver par un 
al
ul très similaire). Con
luons ave
 un

tableau de variations :

x −∞ 0 +∞

u

−∞
✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

3. La fon
tion arctan étant stri
tement 
roissante, les variations de g seront les mêmes que 
elles

de u. Attention tout de même à bien penser à modi�er les limites en tenant 
ompte du fait

que lim
x→1

arctan(x) = arctan(1) =
π

4
:

x −∞ 0 +∞

g

−π
4

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

π
4

4. Ave
 la fon
tion f in
orre
te donnée dans l'énon
é le jour du DS, on avait simplement f ′(x) =
sh(x)

2(1 + ch2(x))
, qui ne se simplife pas et n'a au
un intérêt. Reprenons la fon
tion f 
orre
te, on

a alors f ′(x) =
ch(x)

2(1 + sh2(x))
, 
e qui est beau
oup plus intéressant puisque 1+sh2(x) = ch2(x),

don
 f ′(x) =
ch(x)

2 ch2(x)
=

1

2 ch(x)
.

On pouvait par 
ontre sans problème simpli�er g′ le jour du devoir : g′(x) =
u′(x)

1 + u2(x)
=

1

1 + ch(x)
× 1

1 + ( sh(x)
1+ch(x))

2
=

1 + ch(x)

(1 + ch(x))2 + sh2(x)
. Or, sh2(x) = ch2(x) − 1, don
 le dé-

nominateur de 
ette dérivée peut s'é
rire (1 + ch(x))2 + ch2(x) − 1 = 2 ch(x) + 2 ch2(x) =

2 ch(x)(1 + ch(x)). On en déduit que g′(x) =
1

2 ch(x)
= f ′(x). Les deux fon
tions sont don


égales à une 
onstante près. Comme f(0) = g(0) = 0, elles sont bien égales sur R.
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5. (a) On sait que e
ln(3)

2 = 3
1
2 =

√
3, et e−

ln(3)
2 =

1

e
ln(3)

2

=
1√
3
. On en déduit que ch

(

ln(3)

2

)

=
√
3 + 1√

3

2
=

4

2
√
3
=

2√
3
et sh

(

ln(3)

2

)

=

√
3− 1√

3

2
=

1√
3
.

(b) Il faut évidemment les bonnes fon
tions pour que ça mar
he : f

(

ln(3)

2

)

=
1

2
arctan

(

1√
3

)

=

1

2
× π

6
=

π

12
, et g

(

ln(3)

2

)

= arctan

( 1√
3

1 + 2√
3

)

= arctan

(

1

2 +
√
3

)

= arctan(2 −
√
3).

Puisque les deux fon
tions sont égales, on a don
 arctan(2 −
√
3) =

π

12
, et tan

( π

12

)

=

2−
√
3.

6. (a) On doit don
 résoudre l'équation ex−e−x = 2, soit en multipliant tout par ex, e2x−2ex−
1 = 0. On poseX = ex pour se ramener à l'équation du se
ond degré X2−2X−1 = 0, dont

le dis
riminant vaut ∆ = 4+4 = 8, et qui admet pour ra
ines X1 =
2− 2

√
2

2
= 1−

√
2 et

X2 =
2 + 2

√
2

2
= 1+

√
2. La première de 
es deux valeurs étant stri
tement négative, elle

est ex
lue (puisque X = ex doit être positif), on ne garde don
 
omme unique solution

que a = ln(1 +
√
2).

(b) Même prin
ipe qu'au-dessus : par dé�nition sh(a) = 1, don
 ch2(a) = 1 + sh2(a) = 2 et

ch(a) =
√
2 (ça ne peut bien sûr pas être négatif). On en déduit d'une part que f(a) =

1

2
arctan(1) =

1

2
× π

4
=

π

8
; d'autre part que g(a) = arctan

(

1

1 +
√
2

)

= arctan(
√
2 − 1).

Con
lusion : tan
(π

8

)

=
√
2− 1.
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