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Exerie 1

1. Cette première question est une arnaque absolue, puisque l'équation ne se résout pas (ou du

moins très mal) pas un alul lassique (élever au arré, par exemple, mène à une équation

du quatrième degré si on veut vraiment se débarasser des raines arrées). En fait, pas besoin

de se fatiguer, l'équation ne peut avoir de sens que si x > 24. Or, si 'est le as, x > 2
√
x

(puisque ette ondition est véri�ée quand

√
x > 2, soit x > 4). Or, quand l'expression est

dé�nie,

√
x− 9 +

√
x− 24 < 2

√
x (haun des deux termes de la somme étant stritement

plus petit que

√
x. On en déduit que

√
x− 9 +

√
x− 24 < x, et notre équation ne peut don

pas avoir de solution. Bilan : S = ∅.
2. On revient à quelque hose d'extrêmement lassique ave un petit tableau de valeurs absolues.

Les valeurs annulant haune des expressions sont assez triviales pour ne pas néessiter le

détail du alul. Dans le tableau, on notera S la somme des trois valeurs absolues du membre

de gauhe de l'inéquation :

x −∞ 0 1 2 +∞
|x| −x 0 x x x

|x− 1| 1− x 1− x 0 x− 1 x− 1

|x− 2| 2− x 2− x 2− x 0 x− 2

S 3− 3x 3− x x+ 1 3x− 3

On peut si on le souhaite ajouter dans le tableau les valeurs aux bornes de haque intervalle :

3 pour x = 0 ; 2 pour x = 1 et 3 pour x = 2. Reste ensuite à résoudre l'inéquation sur haque

intervalle :

• sur ]−∞, 0], S 6 6 ⇔ 3x+ 3 > 0 ⇔ x > −1, on onserve don l'intervalle [−1, 0] dans la
solution de notre inéquation.

• sur [0, 1], S 6 6 ⇔ x − 3 > 0, e qui est toujours vrai sur l'intervalle onsidéré, don on

onserve tout l'intervalle [0, 1].
• sur [1, 2], S 6 6 ⇔ x 6 5, e qui est à nouveau toujours véri�é on onserve [1, 2].
• en�n, sur [2,+∞], S 6 6 ⇔ 3x 6 9 ⇔ x 6 3, on ne onserve que l'intervalle [2, 3].

Il ne reste plus qu'à onlure brillamment : S = [−1, 3].

3. On s'empresse d'e�etuer le hangement de variable X = ex, puis de multiplier par X (qui

ne peut pas s'annuler) pour obtenir l'équation du seond degré X2 +X − 3

4
= 0. Elle admet

pour disriminant ∆ = 1+3 = 4, et pour solutions X1 =
−1− 2

2
= −3

2
et X2 =

−1 + 2

2
=

1

2
.

La première solution est impossible (puisque X = ex est néessairement stritement positif),

on onserve don X =
1

2
⇔ x = ln

(

1

2

)

= − ln(2), et on onlut : S = {− ln(2)}.

4. L'équation ne peut avoir de sens que si x > 0. Dans e as on peut regrouper les ln et les enlever

sans problème (tout est stritement positif) : 2 ln

(

x+ 3

2

)

= ln(3x), don

(

x+ 3

2

)2

= 3x,
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soit enore x2 + 6x + 9 − 12x = 0, don x2 − 6x + 9 = 0. On reonnait le développement

d'une identité remarquable : on doit avoir (x − 3)2 = 0, la seule solution de l'équation est

don x = 3, qui est bien stritement positif, don S = {3}.
5. On ommene par onstater que l'équation n'est pas une équation du seond degré lorsque

m = −1. Dans e as l'équation 1 = 0 n'admet bien entendu auune solution. Si m 6= −1,
on alule le disriminant de l'équation : ∆ = (m+ 1)2 − 4(m + 1) = (m + 1)(m + 1 − 4) =
(m+1)(m− 3). Ce disriminant est positif à l'extérieur de ses raines, on va don distinguer

trois as :

• sim = 3, le disriminant s'annule, et l'équation admet pour unique solution x =
−(m+ 1)

2(m+ 1)
=

−1

2
.

• si m ∈]− 1, 3[, l'équation n'admet auune solution réelle et S = ∅.

• sim < −1 oum > 3, alors l'équation admet deux solutions x1 =
−(m+ 1) +

√

(m+ 1)(m − 3)

2(m+ 1)
=

−1

2
+

1

2

√

m− 3

|m+ 1| , et x2 = −1

2
− 1

2

√

m− 3

|m+ 1| . On a dans e as S = {x1, x2}.

Exerie 2

1. Enadrer

√
5 entre 2 et 3 est très su�sant : 4 6 2 +

√
5 6 5, don 1 < α < 2 (la fontion

raine ubique est stritement roissante, et on a

3
√
1 = 1 et

3
√
8 = 2. De même, on aura

−1 6 2−
√
5 6 0, don −1 6 β 6 0.

2. Il su�t d'érire que αβ = 3

√

(2 +
√
5)(2−

√
5) = 3

√

(4 − 5) = 3
√
−1 = −1 ; et bien sûr

α3 + β3 = 2 +
√
5 + 2−

√
5 = 4.

3. (a) Carton rouge à tous eux qui n'ont pas répondu orretement à ette pure question de

ours : (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3.

(b) En exploitant les aluls e�etués préédemment, (α + β)3 = α3 + β3 + 3αβ(α + β) =
4− 3(α+ β).

() On remplae dans l'égalité préédente : u3 = 4− 3u, don en e�et u3 + 3u− 4 = 0.

(d) L'équation du troisième degré préédente admet x = 1 omme raine évidente, on peut

don fatoriser son membre de gauhe sous la forme x3+3x− 4 = (x− 1)(ax2+ bx+ c) =
ax3+(b−a)x2+(c−b)x−c. Une identi�ation des oe�ients donne alors a = 1 ; b−a = 0
don b = a = 1 ; puis c− b = 3, don c = 4, e qui est ohérent ave la dernière ondition.

On onstate que le trin�me x2 + x − 4 a un disriminant stritement négatif, il ne peut

don pas avoir de raines réelles. Notre équation admet don pour unique raine réelle le

nombre 1, e qui prouve que u = 1, soit α+ β = 1.

4. Développons don : P (x) = x2 − (α+ β)x+ αβ = x2 − x− 1 d'après les aluls préédents.

5. Puisque α et β sont solutions manifestes de l'équation P (x) = 0, ils sont don solutions

de x2 − x − 1 = 0. Cette équation a pour disriminant ∆ = 1 + 4 = 5, et pour solutions

x1 =
−1−

√
5

2
et x2 =

−1 +
√
5

2
. Comme x1 < 0 et x2 > 0, les enadrements de la première

question de l'exerie permettent d'a�rmer que α = x2 =

√
5− 1

2
, et β = x1 =

−1−
√
5

2
.

Exerie 3

La fontion f est dé�nie lorsque x+
√
x2 + 9 est dé�nie et stritement positif. Or,

√
x2 + 9 est

toujours dé�ni (puisque x2 + 9 est positif pour tout réel x), mais surtout

√
x2 + 9 >

√
x2 = |x|. On

en déduit que x+
√
x2 + 9 > x+ |x|, don x+

√
x2 + 9 pour tout réel. En fait, Df = R.
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Étudions désormais les variations de la fontion f : elle est dérivable sur R, et f ′(x) =
1 + 2x

2
√
x2+9

x+
√
x2 + 9

=
√
x2 + 9 + x√

x2 + 9(x+
√
x2 + 9

=
1√

x2 + 9
. Cette dérivée étant manifestement stritement positive sur R, la

fontion f y est stritement roissante. Comme est elle ontinue, elle est néessairement bijetive

sur R. De plus, lim
x→+∞

f(x) = +∞ (auune forme indéterminée de e �té, e qui est dans le ln tend

vers +∞), et on peut érire en exploitant la quantité onjuguée que x+
√
x2 + 9 =

x2 − (x2 + 9)

x−
√
x2 + 9

=

9√
x2 + 9− x

. Cette expression ayant une limite nulle quand x tend vers −∞ (puisque son déno-

minateur tend vers +∞ sans forme indéterminée), la omposition par la fontion ln nous donne

lim
x→−∞

f(x) = −∞. La fontion f est don bijetive de R vers R.

Reste à déterminer sa réiproque en � résolvant � l'équation f(x) = y, 'est-à-dire ln(x +√
x2 + 9) = y. On peut bien sûr tout omposer par la fontion exponentielle pour obtenir l'équa-

tion équivalente x +
√
x2 + 9 = ey. On passe le x de l'autre �té et on met le tout au arré (on

ne sait pas s'il s'agit d'une équivalene, mais l'équation de départ implique ertainement elle-i) :

x2+9 = (ey−x)2 = e2y−2xey+x2. Les x2 ont le bon goût de se simpli�er pour donner 2xey = e2y−9,

soit x =
ey

2
− 9

2ey
. Eh bien voilà, on a obtenu l'expression de la réiproque de f : f−1(y) =

1

2
ey−9

2
e−y

.

Exerie 4

1. La fontion f est dé�nie sur R et paire (la fontion arré est paire, omposer par l'exponentielle

n'y hange rien). La fontion g est dé�nie sur R
+
, et ne peut pas avoir de parité puisque son

domaine de dé�nition n'est pas symétrique par rapport à 0.

2. La fontion f est dérivable sur R, de dérivée f ′(x) = (−2x)e−x2

, dont le signe est opposé à elui

de x. En partiulier, f atteint en 0 un maximum de valeur f(0) = 1. De plus, lim
x→+∞

f(x) =

lim
x→−∞

f(x) = 0 (pas de di�ulté, il su�t de omposer des limites égales à −∞ par une

exponentielle). On peut résumer es aluls dans le tableau suivant :

x −∞ 0 +∞

f

0

�✒
�

�

1

❅
❅
❅❘

0

3. La fontion f ′
est elle-même dérivable sur R, et f ′′(x) = −2e−x2

+ (−2x)2e−x2

= 2(2x2 −
1)e−x2

. Cette dérivée seonde est du signe de 2x2 − 1, et elle s'annule en partiulier lorsque

x2 =
1

2
, 'est-à-dire pour x = ±

√
2

2
. Ave les notations de l'énoné, on posera don a =

√
2

2
.

Notons en�n que f ′′
est positive à l'extérieur de ses raines, et don négative sur

[

−
√
2

2
,

√
2

2

]

.

4. Cette tangente a une équation de la forme y = f ′(a)(x−a)+f(a). On alule don f

(√
2

2

)

=

e−
1

2 =
1√
e
, puis f ′

(√
2

2

)

= −2 ×
√
2

2
e−

1

2 = −
√
2√
e
. Notre tangente a don pour équation

y =
−
√
2√
e

(

x−
√
2

2

)

+
1√
e
=

−
√
2x+ 2√
e

.
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5. La fontion g est dérivable sur ]0,+∞[ (en 0, a priori, ça ne devrait pas être le as à ause de la

raine arrée), de dérivée g′(x) =
1

2
√
x
e−x2

+
√
x×(−2x)e−x2

=
(1 − 4x2)e−x2

2
√
x

. Cette dérivée

est du signe de 1 − 4x2, qui s'annule lorsque x2 =
1

4
, don si x = ±1

2
. Ii, on ne s'intéresse

qu'à e qui se passe sur R
+
, la fontion g est don roissante sur

[

0,
1

2

]

, puis déroissante

sur

[

1

2
,+∞

[

. En partiulier, elle admet un maximum de valeur g

(

1

2

)

=

√
2

2
e−

1

4 =

√
2

2
√√

e
.

Comme on sait que

1

e
≃ 0.36, on peut aluler

1

e1
2

≃ 0.6, puis
1

e
1

4

≃ 0.8 (valeur exatement

légèrement inférieur à 0.8), don e maximum vaut environ

0.8

1.4
≃ 0.4.

6. Il n'y a qu'une seule borne, et lim
x→+∞

g(x) = +∞ (pas de ompliation ii). De plus, lim
x→0

(1−
4x2)e−x2

= 1, don lim
x→0+

g′(x) = +∞, il y aura bien une tangente vertiale à la ourbe en 0.

7. Il su�t d'étudier le signe de g(x) − f(x) = (
√
x− 1)e−x2

. Ce signe est le même que elui de√
x− 1, il est positif lorsque x > 1. On en déduit que la ourbe de f est au-dessus de elle de

g sur [0, 1[, en-dessous sur ]1,+∞[, et que les deux ourbes se roisent en leur point d'absisse

1, pour lequel on a f(1) = g(1) =
1

e
.

8. Pour traer la tangente de la question 4, on peut par exemple utiliser son ordonnée à l'origine

2× 0.6 ≃ 1.2, et le fait qu'elle oupe l'axe des absisses lorsque −
√
2x+2 = 0, don x =

√
2.

Une allure des ourbes (elle de f en rouge, elle de g en bleue, la tangente en pointillés, et

pour eux qui voient bien le point d'intersetion des deux ourbes en vert) :

0 1 2 3−1−2

0

1

Exerie 5

1. Pour que la fontion soit dé�nie, il faut bien entendu que x 6= 1, et que l'expressions sous la
raine arrée soit positive. Faisons un petit tableau de signe :

x 0 1

x3 − 0 + +

x− 1 − − 0 +
x3

x−1
+ 0 − +

Conlusion : Df =]−∞, 0]∪]1,+∞[.
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2. On peut érire

x3

x− 1
sous la forme

x2

1− 1

x

pour obtenir failement lim
x→±∞

x3

x− 1
= +∞, et

don après omposition par la raine arrée lim
x→±∞

f(x) = +∞. Pas de limite à aluler en 0,

puisque la fontion y est dé�nie (ave bien sûr f(0) = 0. Par ontre, on a une dernière limite

à aluler en 1 qui ne pose auun problème : lim
x→1+

f(x) = +∞ (le quotient dans la raine

tendant vers +∞ puisque son dénominateur tend vers 0 par valeurs positives).

3. Pour e faire, reprenons le petit alul de la question préédente :

f(x)

x
=

1

x
×
√

x2

1− 1

x

=

|x|
x

√

1− 1

x

. La raine arrée du dénominateur a pour limite 1 quand x tend vers ±∞. De plus,

|x|
x

= 1 lorsque x > 0, e qui prouve que lim
x→+∞

f(x)

x
= 1, mais

|x|
x

= −1 lorsque x < 0, e

qui donne ette fois lim
x→+∞

f(x)

x
= −1.

4. Reprenons une nouvelle fois notre expression en imposant des valeurs positives pour x :

f(x) − x =
x

√

1− 1

x

− x = x
(
√

x
x−1

− 1
)

= x ×
x

x−1
− 1

√

x
x−1

+ 1
=

x

x− 1
× 1
√

x
x−1

+ 1
(en

multipliant par la quantité onjuguée en ours de alul). Il n'y a plus de forme indéterminée :

omme lim
x→+∞

x

x− 1
= 1, on obtient lim

x→+∞
f(x)−x =

1

2
. Cei prouve que la droite d'équation

y = x+
1

2
est asymptote oblique à Cf en +∞.

5. Il faudrait ette fois-i trouver une limite �nie à f(x) + x quand x tend vers −∞, repre-

nons don le alul préédent pour des valeurs négatives de x : f(x) + x =
−x

√

1− 1

x

+ x =

−x
(
√

x
x−1

− 1
)

. Le alul se termine exatement de la même façon (ave pour seule di�érene

le signe − devant le tout), don lim
x→−∞

f(x) + x = −1

2
, et la droite d'équation y = −x− 1

2
est

asymptote oblique à Cf en −∞.

6. En posant u(x) =
x3

x− 1
, on alule u′(x) =

3x2(x− 1)− x3

(x− 1)2
=

2x3 − 3x2

(x− 1)2
=

x2(2x− 3)

(x− 1)2
,

puis f ′(x) =
u′(x)

2
√

u(x)
=

x2(2x− 3)

2(x− 1)2
×
√

x− 1

x3
. Tout est positif dans ette dérivée sauf le

terme 2x − 3, qui s'annule quand x =
3

2
(et est positive après ette valeur). La fontion f

admet à et endroit un minimum loal de valeur f

(

3

2

)

=

√

27

8

3

2
− 1

=

√

27

4
=

3
√
3

2
≃ 2.5.

Pro�tons-en pour dresser un tableau de variations omplet pour la fontion f :

x −∞ 0 1 3

2
+∞

f

+∞
❅
❅
❅❘
0

+∞❍❍❍❥3
√
3

2

✟✯✟✟

+∞

7. Quitte à supposer que x est négatif (puisqu'on est à gauhe de 0), on peut érire f ′(x) =
x2(2x− 3)

√
1− x

−2(x− 1)2 × x
√−x

=
(3− 2x)

√−x

2(1− x)
3

2

. Sous ette forme, il est faile de onstater que lim
x→0

f ′(x) =

0, don que Cf admet à l'orgine une tangente horizontale.
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8. Voilà la dernière ourbe pour ahever e devoir somme toute assez trivial :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1
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