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Calculs de DL

1. On commence par écrire (cos(x))tn(®) = etan(@)In(cos(@)) - Faisons le calcul progressivement :
2

2
In(cos(z)) = In <1 - % + o(xg)) = —% + o(2?®) (on applique le DL classique de In(1 + u)

2 2
avec u = —— + o(2?), qui a bien sar une limite nulle, et comme u ~ —~ pas be-
4
soin d’aller au-dela jusqu’a l'ordre 2 puisqu’on aurait u? ~ — = o(z?)). On multiplie

ensuite par le DL bien connu de la fonction tangente pour trouver tan(z)Iln(cos(z)) =

3 2 3
(m + 3 + 0(x3)> <—7 + 0(x3)> =-3 + o(x3). Il ne reste plus qu’a composer par 1’expo-

nentielle, ce qui ira encore une fois trés vite puisqu’on ne gardera que le premier terme (non
3 3
constant) du DL : etan(@)In(cos(@)) — o="g+o(e®) — 1 _ T4 o(x3).
2

2. Tl faut ici simplement faire attention & calculer initialement des DL & I'ordre 4 car il va y avoir
3
e . . sin(z r—% +o(z?
une simplification par x qui va diminuer le degré : (z) = —L S ) =
e =1 x4+ Z 4+ 44 o(xt)

1—Z 4 o(z?)

2
= (1—x—+o(az3)) (1 —u+u?*—u+o(z?)), ot on a posé u =

L4505 51 +ole?) 0

g + % + 21 +o(z?), qui tend vers 0 et qui vérifie o(u3) = o(23). On développe ensuite bruta-
lement : % = (1 - %2 + 0(x3)> (1 - %x - éxz - ixg + ixQ + éxg - éxg + o(x?’)) =
(1—%2—}—0(3:3)) (1—%x+1—12x2+0(3:3)> =1- %x + 1—123:2 - é 2 4+ Ex3 + o(2?®) =
1—g—§+§+0(x3).

. :
3. On commence par poser X = — puis par écrire f sous une forme permettant d’effectuer
T

des devéloppements limités par rapport a la variable X (qui tend vers 0 quand z tend

1 1 1
vers +00). On calcule donc f(z) = }€2X + el + e +1 = }(62)( +VI+ X+ X2) =
1 X+X? 1
< (1 +2X +2X?+0o(X?*) + 1+ % - g(X + X?%)? + 0(X2)>
1 X 3 2 5 19
= — (142X +2X2+1+ -+ X2+ 0(X?) ) =+ -+ =X +0o(X). 1l
X<+ + ++2+8 + o )> X+2+8 + o(X). II est temps de
5 19 1
revenir a la variable initiale : f(zr) = 2z+-+—+o0 <—> On en déduit successivement :
T—+00 2 8z T
o f(x) et 2x, donc IEIEOOf(x) = +00.
Fa) — (2042 Y done Tim f(z) — 20— 2 = 0, ce qui la droit
° — — ~ — — i
x z+5 ) o~ g donc lim flx T -5 , ce qui prouve que la droite



. 5 . .
d’équation y = 2x + 3 est asymptote oblique & la courbe représentative de f en +oo.

. 19 . .
e De plus comme I’équivalent e est positif au voisinage de +oo, la courbe sera au-dessus
x

de son asymptote au voisinage de 4oc0.
Une allure de courbe tracée par ordinateur pour confirmer tout cela :
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4. O déja = S T A 4y _
n a déja vu en cours que cos(@) 1—362—24-%4-0(1'4) + 5 24+ 1 + o(x*)
)
1+ §x2 + ﬂw‘l + o(z*). De plus, en posant u = —z? et en faisant le DL a l'odre 2 de
1
1+ u)% (ce qui sera bien suffisant puisque u? = z*), on trouve v1—22 = 1 — §x2 -
1 V1—a?
§x4 + o(z*). Il ne reste plus qu’a faire le produit de ces deux développements : 7(35 =
cos(x
1 1 1 ) 1 ) 1 1 1
<1 - §x2 - §x4 + 0(904)) <1 + 5.%2 + ﬂx‘l + 0(354)) = 1+§x2+ﬂm4— §m2— 6904— §x4—|—
1 5)
o(z?) =14+ 22?2 — ——z* 4 o(a?).

6 72

Une suite implicite

1. En posant f,(z) = 2 + nz, la fonction f, est strictement croissante sur R comme somme
de deux fonctions strictement croissantes, et bien str continue, donc bijective de R dans R
(les limites en +oo étant triviales). En particulier, 'équation f,(z) = 1 admet une unique
solution.

1 1 1
2. Calculons donc f,(0) =0et f, (—) = $+1 > 1. Onadonc f,(0) < fo(un) =1< fp (ﬁ)’

n
ce qui par croissance de la fonction f, implique bien 0 < u,, < —. Le théoréme des gendarmes
permet alors d’affirmer que limw,, = 0. "

3. Comme limu,, = 0, on a limu3 = 0. En reprenant 1’équation définissant u,,, on peut donc en
déduire que lim nu, = lim1 — u> = 1, ce qui prouve immédiatement que wu,, ~ -

4. On repart encore une fois de l’éqgation u + nu, = 1, et on factorise classiquement par le

1

) ) Uy, : PPN 1
terme prépondérant : nu, [ 1+ = 1, soit u,, = —. On sait déja que u, ~ —,
n n(l+432) n



1 2 1 1 1 1 1 1
donCU%N—gaet%:_sJ“O(_s)’donc 2 = 1 i 21—_3+0<_3> o
n n n n 14_”# 1+$+0($) n n

1
appliquant le DL a 'ordre 1 de T

1 1 1
déduit que up = — — — +o0 (—4)
n o n n

1
au=-—5+o <—3>, qui a bien une limite nulle. On en
U n n

1 2 1
On peut reprendre le calcul avec ces informations supplémentaires : u2 = — — — + 0 <—>

(il est inhabituel de modifier le o lors d’une élévation au carré, mais on a bien le droit ici,

. 1 . o 1 .
car lors de I’élévation au carré ce o <—4 est au minimum multiplié par le facteur —), puis
n n

uz 1 2+<1)d 1 1 ) 1+2+1+<1>
— =———+40(— |,donc = =l-—+—+—+4o0|—= ) =
n n3 nb nb 1_{_% 1+%—%+0(#) n3 nb  nb nb
1 3 1 1 1 3 1
l-——+—5+o0 <—6>, donc on déduit finalement u, = — — — + — + o0 <—7> Les plus
n n n n o n n n
courageux continueront le calcul s’ils le souhaitent !
Des suites d’intégrales
|
1. En fait Iy = / Wi dx ne se calcule pas facilement du tout, sauf si on connait la
0 +x

réciproque Argsh de la fonction sh (ce qui n’est a priori pas votre cas)! On peut retrouver
ce résultat en effectuant dans l'intégrale le changement de variable z = sh(t) : on a alors

V1422 = \/1 +sh?(t) = \/ch2 (t) = ch(t) (en utilisant la formule ch? —sh? = 1). Or on aura
dans ce cas dr = ch(t) dt, numérateur et dénominateur se simplifient donc et on a bétement

1 B

1

Iy = / Wi dex = / 1 dt. 1l reste a calculer les nouvelles bornes de 'intégrale aprés
0 +x «a

changement de variable : lorsque z = 0, t = 0 puisque sh(0) = 0, donc a« = 0. Lorsque z = 1, ¢

est solution de I’équation sh(t) = 1, soit e! —e™ = 2. Quitte & tout multiplier par €', on a donc
e?t —2et—1 = 0, ce qui est une équation du second degré déguisée. On pose X = e pour obtenir
X? —2X — 1, équation dont le discriminant vaut A = 4 + 4 = 8, et qui admet pour racines

2—2v/2 2 +2v/2
X1:7\/—21—\/§<0etX2:+7\/_

5 5 = 14 +v/2 > 0. On ne garde que la solution

1n(1+\/§)
positive X5, qui conduit a 8 = In(1 + v/2). Finalement, Iy = / 1dt =In(1+ \/5)
0
Les plus courageux vérifieront que la fonction z — In(z + v/1+ 22) est une primitive de
x — ——— (et la réciproque de la fonction sh), résultat qu’on retrouve d’ailleurs pas le

V1422

changement de variable effectué plus haut (mais appliqué a une intégrale sans bornes).
1
Beaucoup moins de problémes pour le calcul suivant : I; = / % de = [V1+ 22} =
0 +x
V2 - 1.
23

1
x
Pour le calcul de I3 = / ——— duz, il est malin de poser u/(x) = —————= pour obtenir
= i poser ww) = JiTa P
u(z) = V1 + 22, et donc v(z) = 22 qui donne v/(z) = 2x. On trouve alors I3 = [22V/1 + 22]§ —
1 1
2 4v2 2 2—+/2

/2xx/1+x2dx:\/§— —(1+x2)% :\/i—i—}——: \/_

0 3 o 3 3 3
x —z"

V14 22
étant toujours négatif sur [0, 1], on en déduit que I,,+1 — I, < 0, donc la suite est décroissante.
De plus, on a toujours I, > 0 (on intégre une fonction positive), et par ailleurs, Vx € [0, 1],

n+1
dz. Le numérateur du quotient sou l’intégrale

1
2. Calculons donc I,y — I, = /
0



1 ! 1
< 1, donc I, < / " dr = P Le théoréme des gendarmes permet alors de
n

Vita? 0

conclure que lim I, = 0.

1.,..n n—2 1 n— 2
. : "+ (1+x D)
. C’est immeédiat : I,,+1,,_ :/ 7dx:/ dw—/ V14 22dx =
J T V1+ a2 0o V1+a2

-

. Partons de I,, et effectuons le méme type d’IPP que pour le calcul de I5 : on pose u'(x)
n—

x

————— ce qui méne & u(z) = V1+22, et v(z) = 2" qui donne v'(z) = (n — 1)z
1 2

vi+uwz )

On peut alors écrire I,, = [z V1 + 22]} — / (n—1)z" 21422 de = V2 — (n — 1)J,.
0

En remplacant J, par I, + I,—2 (résultat de la question précédente) et en passant tout a
gauche, on se rend compte qu’il y avait une erreur d’énoncé et que la relation est en fait
nl, 4+ (n— DI, o = 2.

. La suite (I,,) étant décroissante, on peut certainement écrire que I,,_o > I, donc nl,_o > nl,
et (2n—1)I,_o > nl,+(n— 1)In_2 = /2. Quitte a décaler la valeur de n, (2(n+2)—1)1,, > V2,
soit (2n + 3)I,, > v/2. De méme, V2 = nl, + (n — 1)I,, > (2n — 1)I,,. On peut en déduire
par exemple I’encadrement /2 — 31, < 2nl, < V2 + I,,. Comme on sait que lim, = 0,
le théoréme des gendarmes permet alors de conclure que lim2nl, = /2, c’est-a-dire que

V2

I, ~ <=

2n

2



