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Quelques équations

1. Pour que le membre de droite ait un sens, on doit avoir x 6 1, on va don
 résoudre sur

l'intervalle ] −∞, 1]. Il faut également enlever la valeur x = −1, qui est une valeur interdite

pour le membre de gau
he. Par ailleurs, si x < −1, 
e même de gau
he est stri
tement négatif,

et l'inégalité est alors né
essairement véri�ée, l'intervalle ] − ∞,−1[ est don
 in
lus dans

l'ensemble des solutions de notre inéquation. Si x ∈]− 1, 1], tout est positif à gau
he 
omme

à droite, on peut élever au 
arré pour obtenir l'inéquation équivalente

1

x2 + 2x+ 1
6 1 − x,

soit 1 6 (x2 + 2x + 1)(1 − x) = −x3 − x2 + x + 1, 
e qui donne don
 x3 + x2 − x 6 0. Le
membre de gau
he se fa
torise sous la forme x(x2+x−1), et la parenthèse a pour dis
riminant

∆ = 1 + 4 = 5, et s'annule en x1 =
−1−

√
5

2
, et en x2 =

−1 +
√
5

2
. On en déduit le tableau

de signe suivant :

x −∞ −1−
√
5

2 0 −1+
√
5

2 +∞
x3 + x2 − x − 0 + 0 − 0 +

Dans l'intervalle qui nous 
on
erne, on garde 
omme solutions les nombres dans l'intervalle

[

0,
−1 +

√
5

2

]

. Finalement, S =]−∞,−1[∪
[

0,
−1 +

√
5

2

]

.

2. On e�e
tue le 
hangement de variable X = ex, et l'équation devient X +
e

X
= e − 1, soit

X2 + (1− e)X + e = 0. Son dis
riminant vaut ∆ = (1− e)2 − 4e = 1− 6e+ e2 < 0. Il n'y a

pas de solution réelle à l'équation : S = ∅.
3. On peut 
ommen
er par regrouper et fa
toriser : 22x+22x−1 = 3x+

1
2+3x−

1
2
, soit 22x−1(2+1) =

3x−
1
2 (3 + 1), don
 3 × 22x−1 = 4 × 3x−

1
2
. Il est temps de passer au ln des deux 
�tés, pour

obtenir ln(3) + (2x− 1) ln(2) = 2 ln(2) +

(

x− 1

2

)

ln(3). En regroupant, x(2 ln(2)− ln(3)) =

2 ln(2) − 1

2
ln(3) − ln(3) + ln(2) = 3 ln(2) − 3

2
ln(3). On trouve don
 
omme unique solution

x =
3 ln(2)− 3

2 ln(3)

2 ln(2)− ln(3)
.

4. Un 
lassique, on é
rit tout ave
 des exponentielles (en multipliant par 2 au passage) : 7(ex +
e−x) + 2(ex − e−x)− 18 = 0, soit 9ex +5e−x − 18 = 0. On multiplie ensuite tout par ex et on

pose X = ex pour trouver l'équation du se
ond degré 9X2 − 18X + 5 = 0. Son dis
riminant

vaut ∆ = 182 − 9 × 20 = 9 × 36 − 9 × 20 = 9 × 16. On a don


√
∆ = 12, et les ra
ines du

trin�me sont X1 =
18− 12

18
=

1

3
, et X2 =

18 + 12

18
=

5

3
. Les deux ra
ines sont positives, et

on trouve S = {− ln(3), ln(5)− ln(3)}.
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Quelques études de fon
tions.

• La fon
tion f1 est dé�nie sur R puisqu'on a toujours x2 + 1 > 0. Elle est dérivable sur R, de

dérivée f ′
1(x) =

√
x2 + 1− (x+ 1)× 2x

2
√
x2+1

x2 + 1
=

x2 + 1− x(x+ 1)

(x2 + 1)
3
2

=
1− x

(x2 + 1)
3
2

. Cette dérivée

s'annule pour x = 1, où la fon
tion f1 admet un maximum de valeur f(1) =
2√
2
=

√
2. Pour

le 
al
ul des limites, on pro
ède 
omme souvent en fa
torisant numérateur et dénominateur,

mais attention, il y a un petit piège : f1(x) =
x(1 + 1

x
)

√

x2(1 + 1
x2 )

. Attention au fait que

√
x2 = |x|.

Si x > 0, on trouve don
 f1(x) =
1 + 1

x
√

1 + 1
x2

, don
 lim
x→+∞

f1(x) = 1, mais si x < 0, f1(x) =

− 1 + 1
x

√

1 + 1
x2

, et lim
x→−∞

f1(x) = −1. On peut don
 dresser le tableau de variations suivant :

x −∞ 1 +∞

f1

−1

�✒
�

�

√
2❍❍❍❥ 1

Si on veut être plus pré
is, on peut noter que f1(0) = 1, et que f1 est du signe de x+1, don

positive sur [−1,+∞[. On 
on
lut ave
 une première 
ourbe :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

−1

−2

• La fon
tion f2 est dé�nie sur ]0, 1[∪]1,+∞[ (attention à la valeur d'annulation du loga-

rithme !), elle est dérivable sur 
et intervalle, de dérivée f ′
2(x) =

ln(x)
2
√
x
−

√
x
x

ln2(x)
=

ln(x)− 2

2
√
x ln2(x)

.

Notre fon
tion est don
 dé
roissante sur ]0, 1[ et sur ]1, e2[, admet un maximum de valeur

f2(e
2) =

e

2
, et est dé
roissante sur ]e2,+∞[. On obtient sans di�
ulté lim

x→0
f2(x) = 0 (pas de

forme indéterminée i
i), lim
x→1−

f2(x) = −∞, lim
x→1+

f2(x) = +∞, et en�n lim
x→+∞

f2(x) = +∞ par


roissan
e 
omparée (pour les plus 
urieux, il n'y a pas d'asymptote oblique). On peut don


dresser le tableau de variations suivant :

x 0 1 e2 +∞

f2 0
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥ e

2

✟✯✟✟

+∞

2



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

• La fon
tion f3 est dé�nie si ex 6= 1, don
 sur R
∗
. Elle y est dérivable, de dérivée f ′

3(x) =
ex(ex − 1)− e2x

(ex − 1)2
=

−ex

(ex − 1)2
, don
 elle est dé
roissante sur 
ha
un de ses deux intervalles de

dé�nition. On obtient immédiatement lim
x→−∞

f3(x) = 0, lim
x→0−

f3(x) = −∞ et lim
x→0+

f3(x) = +∞.

Seule la limite en +∞ né
essite un petit 
al
ul, on peut par exemple diviser numérateur et

dénominateur par ex pour é
rire f3(x) =
1

1− e−x
, et en déduire que lim

x→+∞
f3(x) = 1. Je ne

me fatigue pas à faire un tableau de variations, voi
i la 
ourbe :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

• La fon
tion f4 est dé�nie si 1 +
1

x
=

x+ 1

x
> 0. Cela se produit sur ]−∞,−1[∪]0,+∞[ (pas
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besoin de tableau de signe, j'espère !). Elle y est dérivable, de dérivée f ′
4(x) =

− 1
x2

1 + 1
x

+ 1 =

1− 1

x(x+ 1)
=

x2 + x− 1

x(x+ 1)
. Le dénominateur de 
ette dérivée est toujours positif sur Df4 , et

son numérateur a pour dis
riminant ∆ = 1 + 4 = 5, il s'annule pour x1 =
−1−

√
5

2
et x2 =

−1 +
√
5

2
(qui appartiennent tous les deux à notre domaine de dé�nition). Les valeurs prises

par la fon
tion aux deux extrema lo
aux n'ont vraiment au
un intérêt et sont parti
ulièrement

ignobles. Par 
ontre, on peut 
onstater que lim
x→±∞

ln

(

1 +
1

x

)

, 
e qui prouve dire
tement que

la droite d'équation y = x est asymptote oblique à la 
ourbe représentative de f4 en +∞
et en −∞ (et a

essoirement donne don
 les limites de la fon
tion à l'in�ni). On 
al
ule par

ailleurs sans di�
ulté lim
x→−1

f4(x) = −∞ et lim
x→0

f4(x) = +∞, 
e qui donne une 
ourbe d'allure

suivante :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

• La fon
tion f5 est dé�nie sur R, paire et 2π-périodique, on peut se 
ontenter de l'étudier

sur [0, π]. Elle est dérivable sur 
et intervalle, de dérivée f ′
5(x) = − sin(x) + 2 sin(2x) =

sin(x)(4 cos(x)−1) en utilisant la formule de dupli
ation du sinus. Cette dérivée s'annule (sur

notre intervalle d'étude) et 0 et en π, mais aussi en arccos

(

1

4

)

, qui est un angle appartenant

à

[

0,
π

2

]

(on ne peut pas dire beau
oup mieux, si 
e n'est qu'il est 
ompris entre

π

3
et

π

2
) que

l'on notera θ. On 
al
ule f5(0) = 1 − 1 = 0 ; f5(π) = −1 − 1 = −2, et si on est 
ourageux

f5(θ) = cos(θ)−(2 cos2(θ)−1) =
1

4
− 1

8
+1 =

9

8
, pour dresser le tableau de variations suivant :

x 0 θ π

f5 0

✟✯✟✟

9

8
❅
❅
❅❘−2

Si on veut 
ompléter un peu l'étude, on peut s'intéresser au signe de f5 sur [0, π] : f5 s'annule

4



lorsque cos(x) = cos(2x), soit x ≡ 0[2π], ou 2x ≡ −x[2π], 
e qui donne la valeur d'annulation

supplémentaire x =
2π

3
.

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

−1

−2

• La fon
tion f6 est dé�nie et dérivable sur R (
e qui se trouve dans le ln est toujours stri
-

tement positif), de dérivée f ′
6(x) =

ex − 2e−x

ex + 2e−x
. La derivée est du signe de son numérateur,

don
 de e2x − 2 (quitte à fa
toriser par e−x
). Or, e2x > 2 si x >

ln(2)

2
. On peut 
al
uler

f6

(

ln(2)

2

)

= ln

(√
2 +

2√
2

)

= ln(2
√
2) =

3

2
ln(2). De plus, lim

x→±∞
f6(x) = +∞ (pas de

forme indéterminée). Avant de tra
er la 
ourbe, on peut s'intéresser aux asymptotes de f6 :

du 
�té de +∞, on peut é
rire f5(x) = ln(ex(1+2e−2x)) = x+ln(1+2e−2x), ave
 le deuxième

mor
eau qui a une limite nulle en +∞. Cela su�t à prouver que la droite d'équation y = x

est asymptote à la 
ourbe de f6 en +∞. De même, la droite d'équation y = −x + ln(2) est

asymptote en −∞.

0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

4

• La fon
tion f7 est dé�nie si ln(x) > 0, don
 sur ]1,+∞[ (et elle est positive sur ]e,+∞[). Pas
la peine de 
al
uler de dérivée, elle est évidemment 
roissante 
omme 
omposée de fon
tions


roissantes. Pas de di�
ulté pour les limites non plus : lim
x→1

f7(x) = −∞ et lim
x→+∞

f7(x) = +∞.

Il n'y a plus qu'à tra
er une allure de 
ourbe !
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0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

3

−1

−2

−3

−4

• On 
ommen
e bien sûr par mettre sous forme exponentielle : f8(x) = ex ln(1+ 1
x
)
, 
ette fon
tion

étant dé�nie sur ]−∞,−1[∪]0,+∞[ (
f fon
tion 4). La fon
tion est dérivable sur son domaine

de dé�nition, de dérivée f ′
8(x) =

(

ln

(

1 +
1

x

)

− 1

x+ 1

)

ex ln(1+ 1
x
)
. La parenthèse n'ayant pas

un signe évident, on pose g(x) = ln

(

1 +
1

x

)

− 1

x+ 1
, fon
tion qui a pour dérivée g′(x) =

− 1

x(x+ 1)
+

1

(x+ 1)2
=

−1

x(x+ 1)2
. La fon
tion g est don
 
roissante sur ]−∞,−1[. Comme

lim
x→−∞

g(x) = 0 (
al
ul immédiat), g et don
 f ′
8 sont positives sur ]−∞,−1[. Sur ]0,+∞[, au


ontraire, g est dé
roissante, mais on a de même une limite nulle en +∞, don
 f ′
8 est à nouveau

positive sur 
et intervalle. La fon
tion f8 est don
 
roissante sur 
ha
un de ses deux intervalles

de dé�nition. Il ne reste plus qu'à 
al
uler les limites : en posant X =
1

x
, on 
onstate que

X tend vers 0 quand x tend vers ±∞, et que f(x) = e
ln(1+X)

X
. On a dans l'exponentielle une

limite 
lassique vue en 
ours, qui est égale à 1, 
e qui prouve que lim
x→±∞

f8(x) = e. Pas de forme

indéterminée en −1, 
e qui est dans l'exponentielle tend vers +∞ et lim
x→−1

f8(x) = +∞. En�n,

en 0, on peut é
rire x ln

(

1 +
1

x

)

= x ln(1 + x)− x ln(x) et appliquer la 
roissan
e 
omparée

pour prouver que 
e qui est dans l'exponentielle tend vers 0 et en déduire que lim
x→0

f8(x) = 1.

On 
on
lut ave
 une dernière 
ourbe :

6



0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

6

7

8
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