AP n°1 : corrigé

PTSI B Lycée Eiffel

7 septembre 2018

Calculs

1.

Le plus simple est de commencer par décomposer le nombre sous la racine carrée en facteurs
premiers : 2 592 = 2 x 1 296 = 22 x 648 = 23 x 324 = 2% x 162 = 2° x 81 = 2° x 3%. Ensuite,

on simplifie v/25 x 3% = 3% x 22 x /2 = 36v2.

. Plutot que de développer trés brutalement des carrés de sommes de trois termes (ce qu’on

peut toujours faire en adaptant la formule suivante : (a+b-+c)? = a?+b>4c?+2ab+2ac+2bc),

on peut constater qu’on est en présence d’une différence de deux carrés et utiliser une identité

remarquable bien connue : (a+b—c)?—(a—b+c)? = (a+b—ct+a—b+c)(a+b—c—a+b—c) =
(2b — 2¢) = 4ab — 4ac.

/ [1T+6+9 / / 2
. -+ = _ - = _—2
18 + 18 + 3 3+

2425 231+ 2?) 1
On factorise simplement tout ce qu’on peut avant de simplifier : = = —.
P d P P 2 +27 (1 +a?) 22

. Encore une fois, tout décomposer en facteurs premiers avant de simplifier évite d’oublier des

choses en cours de route :
25 x 122 x 10° 52 x (22 x3)2x (2x5)%  52x21x3*x23x5 5
24 x 82 x 123 23 x 3 x (23)2x (22 x3)3 23 x3x 20 x 20 x 33 28 x 32

. Ici, la connaissance des identités remarquables du troisiéme degré vues en cours aide :

a® =0 (a+b)?  (a=Db)(a®*+ab+b?) (a+b)? a*+ab+d’—(a+b)*  ab

(a—b2 a—b (a —b)? a—b a—>b a—b
On révise ici les propriétés classiques du logarithme népérien : In(723) — In(36%) = 31n(72) —
21n(36) = 31In(23 x 3%) — 2In(2? x 3%) = 3In(23) + 3In(3?) — 2In(2?) — 2In(3?) = 9In(2) +
61n(3) —41In(2) —41In(3) = 51n(2) + 21n(3).
(—ab*)3(ab™2)%(c?b)  —a’ba®b*c?b  b°

—a2c3(ab 12} —a2c3adb 35 ¢

. Sauf si on connait la formule du binéme de Newton, on n’a pas trop d’autre choix que d’élever

deux fois de suite au carré : (3x + 2)* = ((3z + 2)?)? = (922 + 12z + 4)? = 812 + 21623 +
21622 + 96z + 16.

Equations et inéquations.

1.

2.

27 27 s
823427 <0 e 2% < -3 11 suffit alors de constater que —3 = —§> , et de penser que la

2

C’est un cas classique de changement de variable : on pose X = e” (en se rappelant que

e?* = (e%)?) pour se ramener & P'équation du second degré 5X2 — 4X — 1 = 0, dont le

446
discriminant vaut A = 16 + 20 = 36, et qui admet donc pour racines X7 = %0 =1et

. . . 3 . 3
fonction cube est strictement croissante sur R pour conclure que z < 3 so0it S = | —o0, —=|.



4—6 1 . .
Xy = o = —E On remonte alors aux valeurs de la variable initiale z : e* =1 < 2z =0
et e¥ = —— est impossible puisqu’une exponentielle est toujours positive. L’équation n’admet

donc qu’une seule solution : S = {0}.

3. Encore un exemple ou il vaut mieux se rendre compte que le membre de gauche est une
différence de deux carrés et peut donc se factoriser via identité remarquable : (22 + 2z —
3)2 — 25 = (22 + 22 — 3+ 5)(2% + 22 — 3 — 5) = (22 + 22 + 2)(2% + 22 — 8). Reste & étudier
le signe de chacun de ces deux facteurs pour faire un tableau de signes : 22 4+ 2z + 2 a un

discriminant A = 4 — 8 = —4 strictement négatif, il est donc toujours positif. Le deuxiéme
facteur 22 4+ 2z — 8 admet pour discriminant A = 4 4 32 = 36 et a donc pour racines
T = _22_ 0 = —4etxy = —2+0 = 2. Le trinéme est négatif entre ses racines, et comme le
premier facteur était toujours positif, on en déduit immédiatement que S =| — 4, 2[.

4. Un classique : on passe la constante2a gauche, on met ag méme dénoglinateur, et on fait
un tableau de signe (si besoin) : ;2__#&12:;23 <1e —x;22_—2(xw+—32w+3) < 0<%
362%—;—1-3' Le dénominateur a pour discriminant A = 4 — 12 < 0, il est toujours positif.
Notre quotient est donc du signe de z — 5, et S =] — 00, 5].

1
5. Le retour du changement de variable : on pose X = In(z), et on se souvient que In <—> =
x

—In(z), pour obtenir I"équation du second degré 2X2 +3X —9 = 0, dont le discriminant vaut

-3-9 -3+9 3
A =9+ 72 =81, et qui admet pour racines X1 = Y —3et Xo = I 7 Il ne
reste plus qu’a remonter aux valeurs de z via la fonction exponentielle : In(z) = -3 < = =
1 3
e 3 = — et In(z) = yer= es = ey/e. On conclut : § = {6_3,63}.
e

Etudes de fonctions.

1. La fonction fi est définie et dérivable sur |—oo, 1] (plus précisément elle est définie sur |—oo, 1],

mais pas dérivable en 1), de dérivée fi(z) = /1 — x — ——=—— (le seul petit piége consiste a
21—z

ne pas oublier le signe dans la deuxiéme partie, qui découle de la dérivée égale & —1 dul—=x

situé sous la racine carrée). Si on souhaite étudier les variations de la fonction, la méthode

sera toujours la méme pour ce genre de dérivée, on met simplement au méme dénominateur :

210 —2z)—x  2-3z

he) === =i

2 2 2 /1 2
donc en g un maximum de valeur f; <—> = -1/ On a par ailleurs f1(1) = 0 et

. Cette dérivée est du signe de 2 — 3z, la fonction f; admet

3) 3V3 7 33
lim fi(x) = —oo. Voici donc le tableau de variations de la fonction :
T——00

xr |—o0 % 1
_2
3\/§\O

fl /

—00

Et une allure de la courbe :



_5 4

2. La fonction fy est définie et dérivable sur |0, e[U]e, +00] (le dénominateur s’annulant lorsque
e In(z) —1-1 In(z) — 2 ) e
In(z) = 1, donc x = e), de dérivée f5(x) = = . L’étude de variations

(In(z) = 1) (In(z) —1)?

ne pose donc aucun probléme, la dérivée s’annule lorsque In(x) = 2, soit x = €2, et f admet un

e
minimum local & cet endroit de valeur fy(e?) = 31— e2. Il n’y a pas de forme indéterminée
pour la limite en O : lir% fa(x) = 0. Pas de probléme non plus en e ou le numérateur a une
x—
limite finie : lim fao(x) = —oco et lim fa(z) = +o0. Seule la limite en 400 pose probléme si on
e~ z—et

ne connait pas les résultats classiques de croissance comparée, contentons-nous de signaler que
lim fo(x) = 400 (la croissance du numeérateur étant plus rapide que celle du dénominateur).
T—r—+00

On peut donc dresser le tableau de variations suivant :

x |0 e 2 +o00
400 400
f2 0 \62/
\_OO

Et une allure de courbe (les plus motivés pourront constater que la dérivée f admet une limite
nulle quand z tend vers 0, ce qui justifie le fait que la courbe démarre « horizontalement » a
Porigine du repére) :



3. La fonction f3 est trés différente de la précédent, mais si elle n’en a pas l’air au premier abord.
Elle est définie sur ]1,2[U]2, +o0o[ (cette fois-ci le dénominateur s’annule lorsque x — 1 = 1,
xT
soit = 2), de dérivée fi(x) = I 1) = 75 = (z=Dhnfe 1) . Le dénominateur de
(In(z — 1))? (x —1)In(z — 1)
cette dérivée est toujours positif sur le domainde de définition de f3, par contre le signe de son
numérateur n'est pas évident. On peut toutefois poser g(z) = (z — 1) In(x — 1) — x et dériver

a nouveau : ¢'(xz) = In(x — 1) + 3:_—1 — 1 =In(x — 1). La fonction g est donc décroissante
x —_—

sur ]1,2[ et croissante sur |2, 4o00[. A l'aide de croissances comparées, on peut prouver que

lim1 g(z) = —1, donc g (et par conséquent f3) est négative sur tout l'intervalle ]1,2[, ce qui

z—

prouve la décroissance de fs sur cet intervalle. De plus, g(2) = —2 et lirf g(z) = 400 (on
T—r+00

factorise tout par z puis on utilise de la croissance comparée), donc la fonction g s’annule
exactement une fois sur ]2, +00[, en une valeur « qu’on ne peut pas calculer. La fonction f3 est
alors décroissante sur |2, a, puis croissante sur ], +o0o[. Comme par définition on a g(a) = 0,

on peut dire que | -1 = et donc que = —— =« —1 (ce qui ne nous
n peut dire que In(a — 1) L nc que f3(«) (e —1) @ (ce qui ne nou
avance pas beaucou puisqu’on ne connait pas «). Les limites posent moins de problémes :
lim f3(x) = 0; lim f3(x) = —oo; lim f3(z) = +ooet lim f3(z) = +oo (il s’agit pour cette
z—1 T2~ z—2+ T—+00

derniére limite de croissance comparée). D’ou le tableau suivant :

x (1 2 « +00

+00 +00
\a ) 1/

f3 0

™~

—00

Et la courbe qui va avec (avec une belle calculatrice, on peut obtenir o ~ 4.7) :



o
s
w
D
o
)
~
0

4. 11 faut donc redériver la fonction f] : z —

_6,/1_x_(2—3x)><2\/_%—x 61 —-2)+(2-3x) 3x-—-4

fi(z) = = . Cette dérivée
! 4(1 - x) 41— z)? 21 — )3
est du signe de 3z — 4, qui est toujours négatif sur 'intervalle de définition de f4. La fonction
est donc bétement décroissante sur | — oo, 1[. De plus, limlf4(x) = —o00, et lim f4(x) =400
T—r T——00

(on peut factoriser en haut et en bas par y/—z, en faisant quand méme attention au fait que
x est négatif). On se passera pour une fois du tableau de variations sans intérét, et méme de
la courbe qui n’en a guére plus.

5. Le dénominateur de la fonction f5 étant toujours positif (il a pour discriminant A = 1-8 < 0),

la fonction est définie et dérivable sur R. Un passionnant calcul de dérivée de quotient donne
(Bz2 —2)(z? + 2 +2) — (222 + 1) (23— 22+ 1)

/ —
J5(@) = (22 + 7 +2)2
3z + 323 + 422 —22 —4— (205 — 23+ 222 -~ 20+ 1) 225+ 32 + 423+ 222 -5
= = une
(22 4+ x + 2)? (2?2 4+ x + 2)2 ’

dérivée qu’on se gardera bien de tenter d’étudier!

6. La fonction fg est définie et dérivable sur R™. Un produit de trois fonctions se dérive
comme un produit de deux fonctions (on dérive successivement chacune des fonctions), mais
si on a des doutes, on peut toujours se contenter de dériver un produit de deux fonc-

tions en prenant comme deuxiéme fonction le produit des fonctions exponentielle et In par
e” In(x) e’
+ VeetIn(x) + —= =

. Cette dérivée est du signe de h(x) =

exemple). Dune facon ou d’une autre, on trouve f§(z) =

e’ In(z) + 2ze” In(z) + 2¢”  €”(2 + In(x) + 2z In(x))
2\/x N 2\/x
2 + In(z) + 2z In(z). On peut Pétudier en dérivant a nouveau cette fonction h : h'(z) =

1 2 2z-1
— + 21In(z) 4 2, puis en dérivant encore une fois : "’ (z) = —— + — = L . On déduit de
x

2 x2
. . p L 1 : 1
ces palpitants calculs que la fonction A’ est décroissante sur |0, 3 et croissante sur 3 +o00|,
- , . 1 1 1
et en particulier qu’elle admet un minimum en 3 de valeur h 5) = 2+ 2In 3 +2 =



4 —21In(2) > 0 (car In(2) est largement inférieur & 2, c’est méme plus petit que 1). Tout ¢a

donc pour se rendre compte que la fonction A/ est toujours positive, et donc que h est stric-

tement croissante sur |0, +oo[. En écrivant h(x) = 2 + In(x)(1 + 2x), on obtient lin%)h(x) =
Tr—r

et liril h(x) = 400, on en déduit que h va s’annuler une fois sur RT*, et que fg sera donc
T—r+00

décroissante puis croissante sur son intervalle de définition. On a bien sir fg(0) = 0 (ainsi

d’ailleurs que fg(1) = 0 si on souhaite avoir un point de repére supplémentaire pour le tracé

de la courbe) et lirf fe(x) = 400, ce qui donne une allure de courbe ressemblant & ceci (on
T—+00

ne peut pas calculer précisément les coordonnées du minimum) :

3**

7. Le dénominateur de f7 ne pouvant s’annuler (une exponentielle étant toujours positive),

—(€® +2) — (1 — z)e®
cette fonction est définie sur R. Elle y est dérivable, et fi(z) = (e"+2) (L= z)e =

(ez + 2)2
(.%' — 2)€x -2 L., . , . x N
W. Cette deérivée est du signe de son numérateur i(x) = (x — 2)e” — 2. La encore,
on peut redériver pour étudier les variations : i'(z) = e” + (z — 2)e” = (z —1)e”. Cette dérivée
est du signe de x — 1, donc ¢ est décroissante sur | — oo, 1] et croissante sur [1,+oo], avec
pour minimum (1) = —e — 2 < 0. A I’aide de la croissance comparée on peut affirmer que
IEmooz(gv) = —2 (la limite nulle de I'exponentielle 'emporte sur la limite infinie du x — 2), et

sans croissance comparée on a bien sir lim i(z) = 4+o0. La fonction ¢ est donc négative sur
T—+00

| — 00, 1], mais s’annule une fois sur [1, +00[ avant de devenir positive. On en déduit que f; est

décroissante sur un intervalle de la forme | — oo, 3] et croissante sur [, +o00], pour un certain

réel 5 > 1. On calcule sans difficulté lim f7(x) = 400 (le dénominateur ayant pour limite
T—r—00

2), par contre on a encore besoin d'une croissance comparée pour dire que lim f7(x) = 0.
T—r+00

La encore, le tableau de variations n’a guére d’intérét, on ne peut pas calculer les coordonnées
du minimum, on constate simplement que f7 s’annule en 1 et on trace une allure de courbe :



4 1 2 -1 1

8. La fonction fg est définie et dérivable sur R*, de dérivée f3(z) = ——er + — X —5er =

2

x

dr +2 1 e : ) .

———¢=. Cette dérivée est du signe de son numérateur, donc de —2z — 1. La fonction
T

1 1
est donc croissante sur } —00, —5 [, puis décroissante sur } —5 0[ et sur |0, +oo[. Elle admet

1 8
pour maximum fg <—— = 82 = —. Comme lim er = 1, on a lim fs(z) = 0. Pas
2 e? z—Fo00 z—Fo00

de probléme pour déterminer que lim+ fs(x) = 400 (il n’y a pas de forme indéterminée de
z—0

ce coté-1a, limite infinie au numérateur et nulle au dénominateur), par contre on a besoin
de croissance comparée pour conclure que lim fg(z) = 0 (I'exponentielle qui a une limite
z—0~

Pemportant sur le dénominateur qui tend aussi vers 0). Un tableau de variations pour cette
fonction :

fs /ﬁ\m \

Et la courbe qui va avec :

9. On peut en fait écrire plus simplement fo(x) = +/2(In(z))2 —In(x) en se rappelant que

In(2?) = 21In(x). Cette fonction est définie lorsque 21In(z)? —In(z) > 0, soit In(x)(2In(x)—1) >



0, ce qui se produit lorsque z €]0,1] U [y/e, +oo[ (on fait un petit tableau de signe pour s’en

convaincre si besoin). La fonction est dérivable partout sauf aux bornes de ces intervalles, de
41n(z) 1
—5  4ln(z) -1

xT
2f9(x) 2z fo(z)
est de toute fagon toujours positif quand fy est définie, f’9 est donc du signe de 41n(x) — 1,

dérivée fi(x) = . Pas besoin de plus détailler le dénominateur qui

et s’annulerait donc en e si ce nombre appartenait & son domaine de définition. Comme il

est en fait compris entre 1 et vV E, fg est décroissante sur ]0,1] et croissante sur /e, +o00].

Elle s’annule bien entendu lorsque x = 1 et © = +/e, et lir% fo(z) = +oo (pas de forme
z—

indéterminée), et liIJZI fo(x) = 400 (on factorise simplement par In(x) sous la racine carrée
T—>+00

pour lever l'indétermination). La courbe ressemble & ceci :
6 -

5A

10. La fonction fiq est définie sur [—1, 1] et dérivable sur |—1, 1], de dérivée fiy(z) = —2v1 — 22+

2z 2(1-a2?)—a(l—-2z) 4da?-z-2
N N N
son numérateur, dont le discriminant vaut A = 1 + 32 = 33, et qui admet donc deux racines
absolument dégueulasses mais qui ont le mauvais gotit de se trouver toutes les deux entre —1
et 1. La fonction est donc croissance, puis décroissante, puis & nouveau croissante sur [—1, 1],
mais le détail des calculs n’a vraiment pas le moindre intérét. Pour information, la courbe
ressemble & ceci :

(1—2z) x

. Cette dérivée est du signe de






