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Vrai-Faux

1. Vrai, elle est minorée par le plus petit des termes précédant le rang a partir duquel elle est
croissante (c’est-a-dire que si, par exemple, (u,,) est croissante a partir du rang 1000, la suite

sera minorée par le plus petit des termes parmi ug, u1, ..., U1 goo ; en effet, tous les termes
suivants seront de toute fagon plus grands que uq o).
(—=1)" . .
2. Faux, par exemple u,, = converge vers 0 mais uy,41 —u, change de signe en permanence.
n

3. C'est également faux, on peut par exemple prendre u, = n? si n est pair, et u, = (n—1)2 -1

si n est impair. La suite n’est pas croissante & partir d’un certain rang puisque chaque terme
d’indice impair est plus petit que le terme d’indice pair qui le précéde, et pourtant elle diverge
vers —+00.

4. C’est tout a fait faux, par exemple la suite utilisée dans la question précédente a des valeurs
toujours plus grandes que n — 2 (je vous laisse le vérifier) qui est une suite croissante.

5. Faux, par exemple (—1)" ne converge pas alors que sa valeur absolue est constante égale a 1
(et donc convergente).

6. Vrai, dire que |u,, — 0] < € est la méme chose que |u,| —0 < .

Exercice 1 (*%*)

e Soit donc un réel M > 0 (si M < 0, il suffit de prendre ng = 2 pour que la définition de la
limite soit vérifiée). On aura n? —2n > M dés que (ce n’est pas une équivalence) n—2 > /M
(puisqu’alors n > M, et n? = n(n—2) > M). Il suffit donc de prendre ng = Ent(2++v/M)+1
pour satisfaire la définition de la limite infinie.

< i2n + 3 > ! it > ! 3
€ si 2n Zosoitnm > — — =
2n+3 g’ 2 27

strictement supérieur a cette quantité (je vous épargne le coup de la partie entiére augmentée

d’un) pour satisfaire a la définition de la limite nulle.

2n — 1 -3
e Soit € > 0, on calcule n —2= . On aura donc
n+1 n+1

e Soit £ > 0, il suffit donc de prendre un ng

n—1
n +

1 < g, soit

—2'<€si
n +

3 . .
n > — — 1, ce qui donne facilement une valeur de ng convenable.
€

e Soit M > 0 (si M < 0, encore une fois, ce n’est pas trop dur de rendre v/n + 3 plus grand que
M). On aura v/n + 3 > M dés que n > M?—3. Il suffit donc de prendre ng = Ent(M?—3)+1.

Exercice 2 (* a **)

3n 2n 3\" 1\"
e On peut écrire u,, = — — — = | - | — (=] . La suite est donc une différence de deux
suites géométriques dont les raisons sont comprises entre —1 et 1. Ces deux suites convergent

donc vers 0, et lim wu, = 0.
n—-+o0o



n

e On peut développer : u, = 2e™"” —ne™ ™. On sait que lim e~ = 0, donc le premier terme

n—-+o0o
de la différence tend vers 0. Le deuxiéme peut s’écrire sous la forme —, c’est un cas d’école
e

de croissance comparée, il tend également vers 0. Conclusion : lim w, = 0.
n——+o0o

e Pour un quotient de polynéme, vous étes autorisés a utiliser la régle du quotient des termes
n? —3n + 2 .oon? 1

de plus haut degré : ngl}_lwm = n_l}l}_loow =35
e Utilisation de la quantité conjuguée trés conseillée pour ce calcul :
(Vn2—1-n)(vVn2—1+4n) n?—-1-n? -1
U e = = .
" Vi —T+n Vi —1+n ViE—1+n
Le dénominateur de cette fraction ayant clairement pour limite +oo, lilf U, = 0.
n——+0o0
I'x 1) x 2
e La principale difficulté est la manipulation des factorielles : u, = ntx(n+1)x(n+2) =
(n?2+1) x n!

1 2 24+3n+2
(n+1in+2) _ tont . Reste a utiliser la régle des termes de plus haut degré pour

n?+1 n?+1
obtenir lim wu, = 1.
n—-+4o0o
-1
o [l faut simplement faire les choses méthodiquement. D’un co6té, lim — =0, donc lim e =
n—+o0 2N n—-+00
n
e? = 1; de lautre coté, en utilisant la régle des termes de plus haut degré, lim =
n—+oon + 2

lim n_ 1, donc lim ln<

n——+oomn n——4o00 n-+2

termes pour obtenir lim wu, = 1.
n—-4o0o

e On peut factoriser si on le souhaite numérateur et dénominateur par n, mais le plus simple
reste sirement d’encadrer le quotient en utilisant que —1 < sin(n) < 1 et —1 < cos(n) < 1.

) = In(1) = 0. Il ne reste plus qu’a additionner les deux

. o n—1 n+1 . 2
On obtient ainsi, Vn > 2, —— < u, < ——, soit 1 — < u, <1+ ——. Les
n—1 on+ n—1
deux membres extrémes de ’encadrement ayant la méme limite 1, le théoréme des gendarmes
permet d’affirmer que lim u, = 1.
n—-+0o

e2n —e 2n en
e Revenons a la définition du sinus hyperbolique : u,, = f—(e"—e_") =e" (; — 1> —

—2n

+ e~ ™. Une simple application des régles de calcul sur les sommes et produits de limite

permet alors d’obtenir lim wu, = 4oc0.
n—-+o0o

e Pour celle-ci, difficile de s’en sortir sans équivalents, ou du moins sans une utilisation subtile

| o . . In(1+ %) —In(1)
des taux d’accroissement : comme lim 1+-— =1, on peut dire que lim - =
n—+o00 n n—+o00 1+ %

2 2 2
In’(1) = 1, soit lim n?In(1+ G p— Or, ny/In {1+ T ) = [n2ln (1 + T , donc
n—+00 n?2 n?2 n?

. o - ™ ow .
tout ce qui se trouve dans la tangente définissant w,, a pour limite ¥ -7 et lim u, =

n——+00
tan (E) =1
1 .

Exercice 3 (**)

b

c
Les deux conditions peuvent se traduire de la fagon suivante : — = by = q, et 2b—a =3¢c—2b=q.

a
La premiére relation revient a dire que b = aq et ¢ = bg = aq?, ce qui en remplacant dans les
autres équations donne 2aq — a = 3aq® — 2aq(= q), d’ott 3aq® — 4aq + a = 0, soit en factorisant par
a qui est supposé non nul 3¢ — 4g + 1 = 0. Cette équation du second degré a pour discriminant



4+2 4—-2 1
A =16 — 12 = 4, et admet deux racines réelles ¢; = % =1,et o = % " 3 Sig=1,la
condition 2ag—a = gdonnea =1,puisb=aq=1letc=bg=1;etsiq= 3 on obtient ga—a =35
3 1 1

soit a = 5 puis b = ga =3 et ¢ = gb =5 Les deux seules possibilités sont donc d’avoir
a=0b=c=q=1 (auquel cas les trois termes consécutifs de la suite géométrique sont 1, 1 et 1, et

1
les trois termes consécutifs de la suite arithmétique sont 1, 2 et 3); ou g = 3’ donc a = 5 b= —5

1 . N o 1 1
et ¢ = —= (auquel cas les trois termes consécutifs de la suite géométrique sont 375 et —5 et
3 1

les trois termes consécutifs de la suite arithmétique sont —5 —1et —5)

Exercice 4 (*)

1. La suite (uy,) est arithmético-géométrique, d’équation de point fixe x = 4z — 6, ce qui donne
x = 2. On pose donc v, = u, — 2, et on vérifie que la suite auxiliaire est géométrique :
Upt1 = Upt1 — 2 = duy — 6 — 2 = 4u,, — 8 = 4(u,, — 2). La suite (v,) est donc géométrique de

raison 4, et de premier terme vg = ug—2 = —1. On a donc v,, = —4", puis u,, = v,+2 = 2—4".

2. La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique 2 —3z+2 = 0, qui a pour
3+1 —

discriminant A = 9 — 8 = 1, et admet deux racines réelles r = % =2ets= — = 1.

La suite (uy) a donc un terme général de la forme u,, = a2™ + 3, avec, en utilisant les valeurs
initiales, ug = a4+ 8 = 0 et u1 = 2a+ 8 = 1. En soustrayant les deux équations on obtient
a=1, puis § = —a= -1, donc u, =2" — 1.

3. La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique z2 — 62 +9 = 0, qui a
pour discriminant A = 36 — 36 = 0, et admet une racine double r = 3= 3. La suite (u,) a

donc un terme général de la forme u, = (a + n)3", avec, en utilisant les valeurs initiales,
up = ax3% =0etu; = (a+B)x3! = 1. La premiére équation donne o = 0, puis la deuxiéme

1
donne 3 = 3 d’ott uy, = §n3” =n3""! (formule valable seulement si n > 1).

1 1
2 _rx—-=0,quia

4. La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique = 5 5

1,3

pour discriminant A = 1 42 = — et admet donc pour racines r; = % =1 (qui était aussi
3 1 n

une racine évidente), et ro = 5 2 — —5 On peut donc écrire u, = a+ f <—§> . Avec les

2

conditions initiales données, ug = a+5=1et uy = a— 55 = 2, donc 55 =—1,s0it B = —=

) Up+1 T U

Autre méthode, posons donc vy, = Up41— Uy, alors vy 11 = Upto —Upy1 = % —Upt1 =
Up — Upt1 1 ) L ) 1 .
% = —§vn. La suite (vy,) est donc géométrique de raison —5 et de premier terme

)
1 o 1\" i

vg =u1 —ug =1,donc v, = [ —= | . On en déduit que up4+1 = up + —3 pour tout entier
n

\)

n
-1 1 k
n. On peut alors écrire u, = ug + —= si ¢a ne vous semble pas clair, faites une belle
2
k=0
1—(=4Hn 2 1\" 5 1
récurrence), donc u, =14+ ———2 =14+= (14 —= = -+ ————. On retrouve
) " 1+4 3< ( 2> > 3 3(—2)n!
bien siir la méme expression.



5. La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique 322 — 4z 4+ 1 = 0, dont

le discriminant vaut A = 16 — 12 = 4, et qui admet donc deux racines r = 45%2 =1, et
s = 4;% = % On en déduit la forme générale de la suite : u, = o + ﬁn En utilisant les
valeurs des deux premiers termes, on a ug = o+ =2 et uy = a+ é g = % En soustrayant
les deux équations, on obtient gﬁ =2- % =3 soit f = —2, puis @ = 4. On a finalement
Up =4 — 3%

6. Considérons d’abord la suite (v,,) pour laquelle vy = 1, vy = 11, v9 = 111 etc. Une fagon de
la décrire est de dire que vg = 1 et que Vn € N, v, 41 = 10v, + 1 (en effet, quand on multiplie
par 10, on ajoute un 0 a la fin, et en ajoutant 1 on le transforme en 1). Autrement dit, la
suite (vy,) est arithmético-géométrique. Son équation de point fixe z = 10x 4 1 a pour solution

T = ~9 On pose donc wy, = v, + 9’ la suite (wy,) devrait étre géométrique, ce qu’on vérifie

1 1 1
sans peine : Wp11 = Upy1 + 9= 10v, + 1+ 9= 10 <vn + §> = 10w,. La suite (w,,) est donc

. , , 1 10 , 10+t

géométrique de raison 10 et de premier terme wg = vg + 9= 9" Autrement dit, w,, = 9
1 1o0ntt—1 . e .
et v, = w, — 9= 9 Reste a calculer u,,, c’est-a-dire & calculer les sommes partielles
n—1 n—1
1 00 1-10" n—-1 10"-1 n-1

de la suit tup =Y vp = > 1R 1= x - = - :

¢ la suite (va) : un 2. Ty 2 9 " 1-10 9 81 9

7. Séparons donc parties réelle et imaginaire en posant z, = a, + ib,. On peut alors écrire

1
ap = 0, by = 2, et pour tout entier n, an+1 + ibyt1 = §(2an + 2ib, — an +ib,) = §a" + tb,,.
1
Autrement dit, an4+1 = gan et bp+1 = by. La suite (b,) est donc constante égale a 2, et la

1
suite (a,) géométrique de raison = et de premier terme 0. Ah ben en fait on a donc toujours

zn, = 21 (c’était bien la peine de se fatiguer).

Exercice 5 (**)

Notons donc v, = u, +an?+bn+c, alors v, 1 = Unp1 +a(n+1)2+b(n+1)+c = 2u, +2n% —n+
an®+2an—+a+bn+b+c = 2u, +(a+2)n?+(2a+b—1)n+a+b+c. Pour que (vy,) soit géométrique,
on doit avoir v,41 = qu, = qu, + agn® + bgn + cq. 11 est nécessaire d’avoir ¢ = 2, et en identifiant
ensuite les coefficients des deux formules obtenues, on a a+2 = 2a, 2a+b—1=2bet a+ b+ c = 2c,
ce qui donne successivement ¢ = 2, puis b =2a — 1 = 3, et enfin ¢ = a + b = 5. Avec ces valeurs, la
suite (vy,) est géométrique de raison 2 et de premier terme vy = up + a x 0 +bx0+c=2+5=7.
Conclusion de ces calculs : v, = 7 x 27, puis u, = v, —an® —bn —c =7 x 2" — 2n% — 3n — 5.

Exercice 6 (**)

1. La suite (uy,) est une suite récurrente. Nous n’avons malheureusement pas encore vu en classe
comment traiter ce genre de suite de fagon systématique, on va donc s’en sortir avec les

1 a
moyens du bord. Cherchons & déterminer sa monotonie : u,+1 — Uy = 5”” + o Uy =
un
a 1 a—u? a—1u a+u ..
— — —Uy, = n— (Va n)ve n) Une récurrence triviale permet de prouver que
2u, 2 2uy, 2uy,

tous les termes de la suite sont positifs : ¢’est vrai pour ug par hypotheése, et si u, > 0, a étant
lui-méme positif, u, 11 le sera également. Le facteur v/a + u,, est donc aussi positif, et le signe



de up4+1 — u, ne dépend que de la position de u, par rapport a y/a. Posons donc pour nous

aider f(x) = 3% + 2& (de fagon & avoir f(u,) = up41). La fonction f est dérivable sur R1*,
x
1 2

de dérivée f'(z) = = — e _r e Cette dérivée s’annule en +/a, la fonction f y admet

2 272 212
- Vva a s
un minimum de valeur f(y/a) = 5 + e = y/a. On en déduit que, Vo > 0, f(x) < V/a.
a
En particulier, Vn € N, u,41 = f(u,) < Va, et up41 — uy, est donc nécessairement négatif a
partir du rang 1 (pour n = 0, cela dépend de la valeur choisie). La suite est donc décroissante

a partir du rang 1. Etant minorée par 0, elle converge nécessairement vers un réel [. Revenons

. . . , . . . a 1 a
a la relation de récurrence pour déterminer [ : lim wu,11 =1, et lim —up+—= =1+ —,
n—r+00 n—r+002 2u, 2 21

l a
donc on doit avoir [ = 3 + 2 (notons au passage que [ ne peut pas étre nulle, sinon u,11

ne converge plus), soit 21> = [? + a, donc | = y/a (impossible que la limite soit négative).
Conclusion : la suite (u,) converge vers \/a.
Uns1 —Va %un-l-ﬁn—\/a CuRta—2Vau,  (un —/a)?

Unp1 +Va  Supt o= —va  utat2Vau,  (un+yVa)?
(2")

2. Calculons donc vy, 41 =

. En effet, c’est trivialement vrai
. 2n 2x2n gn+1
pour n = 0, et si on le suppose au rang n, alors v, 11 = v2 = (vé ))2 = U(() X2 U(() ), la

propriété est donc vrai au rang n + 1 et la récurrence fonctionne.

v2. On peut alors prouver par récurrence que v, = v

3. D’aprés la question précédente, u, — +/a = v¢ (ug + v/a) (méme pas besoin de majoration,
on a la valeur exacte). Pour a = 2, et par exemple ug = 1 (sans valeur de wg, ’application

V2-1

1++v2

dans la puissance pour prendre la valeur absolue). II suffit donc de prendre un n pour lequel

numérique est impossible), on a u, — V2 < x (1 ++/2) (on a changé le signe

Vv2+1
coup de In si on veut étre trés précis). Il suffit donc de prendre le terme d’indice huit de la
suite pour avoir une valeur approchée de la limite correcte a 10719 pres!

2-1
2" In <L) > —1001n(10) — In(1 + +/2), ce qui donne 2" > 132, soit n > 8 (encore un

Exercice 7 (**%*)

T +a
1. Commengons donc par prouver la croissance de f sur R™*. On a f(z) = zln rra_ xIn(z+

T
1 r+a—zx 1

“lnz—1, et f'(z) = -

zta P70 (@) x+a+ (x+a)? x

a) — zInz, donc f'(z) = In(z +a) +

_ 2 _ 2
wetatar—(@+a) = a < 0. La fonction f’ est donc strictement décroissante
z(x + a)? z(z + a)?

sur R™. Or, f/(z) =In (1 + —> + % —1 a pour limite 0 en 400 (en effet, ce qui se trouve
/) x+a

dans le In a pour limite 1 donc le terme avec le In tend vers 0; et en conservant les termes

x
de plus haut degré, lim = 1). 1l est inutile ici (méme si ce n’est pas spécialement
r—+oox + a

difficile) de calculer la limite de f’ en 0, on peut déja conclure que f’ est toujours positive, ce
dont on déduit que f est bien croissante.

Il faut maintenant faire le lien avec la suite (u,) en remarquant que In(u,) = nln (1 + 2) =

f(n). La fonction f étant croissante, on aura certainement, pour tout entier n, f(n) < f (7?—!— 1),
c’est-a-dire In(u,) < In(up+1). Un petit passage a I'exponentielle donne alors wu,, < u,41, ce
qui prouve que la suite (u,) est croissante.

2. Le plus simple est de démontrer séparément chacune des deux inégalités en faisant tout passer
d’un seul coté et en faisant des études de fonctions. Posons ainsi g(t) = t—In(1+t). La fonction



g est définie sur RT (elle est méme définie entre —1 et 0, mais pour ce qu’on nous demande,

1 t
as la peine de s’y intéresser), de dérivée ¢'(t) = 1 — —— = ——
p p y ); vée g'(t) 1= 111
donc croissante, et comme ¢(0) = 0, elle est toujours positive, ce qui prouve que t — In(1 4 ¢)

sur R, soit In(1 +¢) < ¢.

> 0. La fonction g est

t 1 1+t—1t
De méme, on pose h(t) =In(1+1¢t) — T3¢ fonction dont la dérivée vaut 5t (1++ ng =
1+¢t-1 t

A+ (0117 > 0. Cette fonction est donc également croissante, et vérifie aussi h(0) =
0, d’otl sa positivité sur RT et 'encadrement souhaité.

a a
3. On a vu que Inu,, = nln (1 + —>, donc en posant t = — et en appliquant ’encadrement
n n

a
= a a = 1 a
de la question précédente, —*— < nln <1 + —> < —, soit 2 < —Inw, < —, ou encore
I+ n n el n n
a 1 a . - 1
+n < - Inu, < e Il ne reste plus qu’a tout multiplier par n pour obtenir 'encadrement
a
demandé.
na

4. Comme lim = a (on garde les termes de plus haut degré, a étant toujours une

n—+oon + a
constante), le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que la suite In(u,) converge vers a.

La suite (u,) a donc pour limite e®.

1 n
5. Pour a = 1, on obtient le résultat classique suivant : lim (1 + —> =e.
n—-+4oo n

Exercice 8 (**)

1. En effet, an+1 = unt1 + vny1 = 3up +vp + 1 4+ 2 — 2uy, = uy + vy, + 3 = a,, + 3. La suite est
bien arithmétique de raison 3 et de premier terme ag = 2, donc a,, = 2 + 3n.

2. Allons-y : bp11 = 2upt1 + Vnt1 = 6uy + 20, + 2 + 2 — 2u, = 4uy, + 2v, +4 = 2b, + 4.
La suite est bien arithmético-géométrique. Son équation de point fixe x = 2z + 4 a pour
solution x = —4, on pose donc ¢, = b, + 4, et on vérifie que (¢,) est une suite géométrique :
Cnt1 = bpt1 +4 = 2b, +8 = 2(b, +4) = 2¢,. La suite (¢,) est donc géométrique de raison
2 et de premier terme ¢y = bg + 4 = 2ug + vg + 4 = 7. On en déduit que ¢, = 7 x 2", puis
bp=c,—4=T7Tx2"—4.

3. Il suffit de combiner a,, et b, : en faisant simplement leur différence, on obtient immédiatement
Up =bp—ap, =7Tx2"—4—(243n) = 7x 2" —3n—6. Ensuite, v, = ap —u, =2+3n—u, =

8+ 6n—7 x 2",
n
1_2n+1 1
4. Calculons:Sn:]§7x2k—3kz—6:7xﬁ—3x@—6(n+l):7x2"+l—
1 1
7 — M —6n—6=17x 2" — §n2 — ﬁ — 13. Ce résultat n’a absolument aucun

2

intérét, pas plus d’ailleurs que le fait que lig_l Sn = +00, qui découle d'un simple résultat
n——+00

de croissance comparée.

Exercice 9 (*)

1. Il faut donc résoudre 1’équation = x, soit 4z + 2 = x? 4 5z, qui se raméne a 1’équation

T +
+5
du second degré 2 +x — 2 = 0, qui a pour racines évidentes a = —2 et b= 1.
2. Pour cela, il faut que u, ne soit jamais égal a a. On sait déja que c’est le cas pour ug qui
est supposé strictement positif, et on peut démontrer aisément par récurrence que tous les

termes de la suite seront également strictement positifs, ce qui répond a la question. Mais on



va chercher a faire plus rigolo : remarquons que u,+1 = a équivaut a f(u,) = a. Or, ’équation
f(z) = a se raméne & 4z + 2 = —2(z + 5), soit 6z = —12, donc z = —2 = a. Autrement dit,
pour avoir u,41 = a, il faut déja avoir u,, = a. Notons alors n le plus petit entier pour lequel
u, = a (en supposant qu'un tel entier existe). On a nécessairement n > 0 puisque uy # a,
mais d’aprés ce qui précéde, cela implique alors u,,_1 = a, ce qui contredit la minimalité de
n. Autrement dit, il est impossible qu'un tel entier n existe, et u, est donc toujours différent

de a.

Aup+2
1 2y gy 4 2—wu, -5 Bu,—3
3. Un calcul peu subtil : v,411 = Untl = Untd _ fUnt Un _ Un —

Upr1 + 2 %Jrz Ay + 2+ 2uy, +10  6u, + 12

1 -1 1

522 — = §yn, La suite (vy,) est donc géométrique de raison 3 et de premier terme vy =

ug — 1 U onelusi 1

= ——. Conclusion : v, = — .
1 1+2
4. PuiSQue Up = L, Uply + 20 = Up — 17 donc un(vn - 1) =—1- 21}"’ et up = M -
Uy, + 2 1-— Un
1—5;  2ntl 2
T -

1+ on+1 B 2n+1+1'

Exercice 10 (*)

Il y a deux points sur les trois qui sont trés faciles & prouver :

o U, — Uy = donc lim u, —v, =0.

nxn!’ n——+00

® Uyl — Uy = m > 0, donc la suite (u,) est croissante.

1
Ne reste plus qu’a prouver que (vy,) est décroissante : vy 4+1—Uy = Up4+1+ T % (n 1)1 — Uy, —
11 N 1 1 a4+ +n-—(+1)? nP42n-0*+2n+1)
nxn! (n+1)! m+Dxm+1)! nxnl nax®m+1)xm+1)! n(n+1)(n+ 1)! B

< 0. La suite (vy,) est donc bien décroissante, et les deux suites étant adjacentes,
n(n+1)(n+1)!

elles convergent donc vers une limite commune.

.. . a .
Notons donc [ la limite commune des deux suites, et supposons que [ = —, avec a et b deux entiers

naturels. Comme la suite (u,) est strictement croissante, et la suite (v n) strictement décroissante,

k=n
)
on peut écrire, pour tout entier n, u, < [ < v,, soit kzoy < = < Z A m C’est en
k=b
_ L L .. ',
particulier vrai lorsque n = b : Z X < - < Z k:' ol Multiplions cet encadrement par b x b! :
k=0

b!
bz — <axb < bz + 1. A gauche, chaque quotient i est un entier lorsque k£ < b (en effet, b!

est un multiple de k" pour tous les entiers k compris entre 0 et b), donc le membre de gauche est une
somme d’entiers et appartient & N. Notons ce nombre p. Le membre de droite est le méme que celui
de gauche, avec un simple +1, donc est égal & p+ 1. On a donc p < a x bl < p+ 1. Autrement dit,
le nombre a x b!, qui est lui aussi un nombre entier, est strictement compris entre les deux entiers
consécutifs p et p+ 1. Ce n’est pas possible! On a prouvé par I'absurde que [ ne pouvait pas étre un
nombre rationnel (pour les curieux, la valeur de [ est en fait le nombre e que nous connaissons bien
depuis I’étude de la fonction exponentielle).



Exercice 11 (**)

1. 1l suffit pour cela de prouver par récurrence que ¥n € N, u,, > 0 et v, > 0. C’est vrai au
rang 0 par hypothése, et si u, et v, sont tous deux strictement positifs, ce sera aussi le cas
de u, + v, et de u,vy,, donc de uyy1 et v, 1. Ainsi, les deux suites sont bien définies.

Up—1 + Up—
2. Supposons n > 1 (pour n = 0'inégalité est vraie par hypothése). On a v, —u,, = e e

2
Un—1 + Up—1 — 24/Up—1/Up— Un—1 — +/Un_1)>
VU 10p—1 = — L 2\/" VA 1:(\/" 12\/" ) > 0, donc u, < vy,.

3. C’est désormais facile en utilisant le résultat de la question précédente : 11 — Uy = /UpUn —
Up = \/Un (y/Un — \/Un) > 0 puisque v, > u,, donc (u,) est strictement croissante. De méme,
Up + VU Up — U L.
Untl — Up = % — U, = % < 0, donc (vy,) est décroissante.

4. On ne peut pas affirmer que les suites sont adjacentes car on ne sait pas si (u,, —vy,) tend vers
0. Par contre, (u,) étant croissante et majorée par exemple par vy (car u, < v, < vy puisque
la suite (v,) est decroissante), le théoréme de convergence monotone permet d’affirmer qu’elle
est convergente vers une certaine limite [. De méme, (v,,) est décroissante et minorée (encore
plus simplement, par 0), donc converge vers une limite I’. La suite (v,y1) converge aussi

Uy, + Un 1+7

vers I', mais comme v,41 = , on a donc, par passage a la limite, I’ = — d’ott

v . . . . o
3 =5 soit { = I’. Finalement, les deux suites ont bien la méme limite (appelée moyenne
arithmético-géométrique des deux réels a et b).

Exercice 12 (**%*)

Supposons donc que lig_l uy = 0, et choisissons un € > 0. Par définition de la limite, il existe
n——+00

. N . € , . .
un entier ng a partir duquel on aura |u,| < 5 Découpons alors v, en deux parties : ce qui se passe

k ng k=n
avant ng et aprés ng : sin > ng, v, = Z U = Z U + — Z uy. La premiére somme est
k=1 k no+1
une constante (on peut modifier n, mais no, 1u1, est ﬁxé), donc, quand on la divise par n, ¢a va finir
k=no

X <

somme, elle est constituée de n —ng termes qui, d’aprés ce qu’on a dlt plus haut, sont tous inférieurs

par se rapprocher de 0. Autrement dit, In; € N, Vn > nl, — Quand a la deuxiéme

. € e teis . NP N €
(en valeur absolue) a 5 donc par inégalité triangulaire sa valeur absolue est inférieure a (n — ng) =,

2
= n—nge _ € . n—n .
Z 0 3 < 5 (puisque 0 < 1). Conclusion, lorsque n > max(ng;n1), on
=n0+1 "
€ . . . .
a |v,| < 3 + 5 = e. Ceci suffit & prouver que la suite (v,) tend vers 0, et a donc bien la méme limite
que (up,).

Passons désormais au cas général (qui va étre facile en fait), c’est a dire lorsque lim wu, =1 # 0.
n——+o0o

Posons w,, = u, — I, cette suite auxilaire a pour limite 0, donc on peut lui appliquer ce qu’on

k=n k=n
. 2~ . 1 _ 1 —
vient de démontrer : nll)l}_looﬁ g wy = 0. Or, - kg_l Wy = - g (ug — 1) < E ug) nl> =

k=1
k=n k=n
1 s 1 , .
— Z ur | — 1. On en déduit que lim — Z uy, = [, ce qu’on voulait prouver.
"= noteen



k=n
Z kuy, et supposons dans un premier temps
k=0

. . . 9
que 1114r_1 u, = 0. Il existe donc un rang ng a partir duquel |u,| < 3 On découpe la somme en
n—-+0oo

2
Posons pour plus de simplicité w,, = ——
P P p " n(n+1)

no n
E kug. La premiére moitié a
k=ng+1

2 2
deux comme précédemment : w, = —— kug +
P " nn+1) kZ:o n(n +1)
. . . o L€ - .
certainement une limite nulle, donc deviendra inférieur en valeur absolue a 3 A partir d’un certain

rang n1. Quant a la deuxiéme moitié, on la majore en valeur absolue (comme dans la question 1) par
n

2 k 2 1
n(n+ 1) kz 76 < nn+ 1) X n(n;— )g = g On a donc globalement, lorsque n > max(ng, n1),
=ng
1 1
lw,| < e, et lim w, = 0. Comme v, = Mwm avec  lim n(n+1) — 2 on en déduit que
n—-+00 In2 nStoo 212 2

lim v, = 0.
n—-4o0o

Supposons désormais lim wu, = [ # 0. Posons comme précédemment z, = u, — [, alors w, =
n—-+4o0o

2 2 2 <
_ kzy, tend 0. Or, =— kup—kl) = — kug—1. Aut t dit,
1) E 21, tend vers I, Wy 2T D) kgzo( up—kl) DT 1) kgzo ug utrement di
2 1 1
nEIfoom E kug = [, soit en multipliant par % qui tend toujours vers 5 la conclusion

k=0

i 1§:k 1l
n—1>I-ir-loo’l’L2 =0 Uk = 2.

Exercice 13 (**%*)
x + |z| ot

égal & 0 si x est négatif, et égal a = si x est positif. Si zg est un réel négatif, la suite sera donc
nulle & partir du rang 1 (une fois que z; = 0, on ne bouge plus), et si zy est un réel positif,
elle est constante égale & 2.

1. Si zg est réel, tous les termes de la suite seront également réels. Or, pour un réel

0, i0r,
Zn + |2n] = € 4 = rn(1+e™) Une petit factorisation

2. Il suffit d’écrire que 2,11 =

2 2 _ 2
- On —iOn
e o €2 fe 2 0n .
par Pangle moitié s’impose : z,4+1 = rpe’ 2 X — = T cos(0y)e' 2 . Autrement dit,
0
on aura simplement r, 11 = 1, cos(6,,) et 041 = 7"
) . . . . 1 0 ,
3. Pour 6,, c’est facile, la suite est géométrique de raison —, et 6, = —. Pour r,, c’est un
n
0 0 0
peu plus laid puisque r, = r x cos(f) cos <§> cos <Z> X - X COS <F> A priori, ce

produit n’est pas trés sympathique, mais une astuce diabolique permet de le simplifier en

0
un coup d’oeil : multiplions-le donc par sin (F) ! En effet, en utilisant n fois de suite la

formule de duplication sin(2a) = 2 cos(a) sin(a), on va trouver cos(6) cos g )cos|g)x o

i X Sl i — l (0) Q Q X oo X i X 8] i —
COS 21’1,—1 Sin 2n_1 = B COS COS B COS 4 COS 2n_2 Sin 2TL—2 =

. sin(20) 7 sin(26)
= o cos(0)sin(f) = on —n
récurrence si on veut étre plus rigoureux que ce que je n’ai fait).

. On en déduit que r, = (on peut faire une belle

4. Les deux suites (r,,) et (6,) ont une limite nulle, ce qui suffit & prouver que la suite (z,) tend



vers 0 (si on tient a faire réapparaitre les parties réelle et imaginaire, il suffit de constater
qu’elles sont respectivement égales a r, cos(6,,) et a r, sin(6,,) pour conclure aisément).

Exercice 14 (***)

2 2(1 —/5) 1-+5

1
1. Calculons donc — = = =— = —1), ce qui prouve 1’égalité deman-
o 118 T 5 ¥, ce qui p g

dée.

2. La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique 2> — 2 — 1 = 0. Elle a
1 5 1—+/5
pour discriminant A =144 =5, et admet comme racines r; = V5 =yet V5 =.
On peut donc écrire F,, = 1¢™ + By"™. Les conditions initiales donnent Fy = A+ B = 0,
1 2 1

donc B = —A, et F; = Ap+ By =1, donc A = — = — = —.

) p—v 25 6
F,=— (" —y™).
n \/5(90 Y")

3. Commencons par donner les premiers termes de la suite (F,) : Fo =1, F3 =2, F; =3, F5 =5
8

On a donc

3
etF6:8,doncu1:1,u2:2,u3:§,U4:§etU5:5.
F, F, F, F, F,
4. On calcule bien str upy1 — uy = nt2  Tndl ntl ¥ Pt =14+ ——u, =
Fri F, Frnt1 F, Un
1+ u, —u?

. Le dénominateur est bien siir positif (par une récurrence triviale, tous les termes
U

n

de chacune des suites (F),) et (uy) sont strictement positifs), et le numérateur s’annule en ¢
et en 1) (c’est ’équation qu’on a résolue plus haut). Puisque u, > 0 et ¢ < 0, up4+1 — uy, sera
positif & 'intérieur des racines du numérateur, donc si u,, < @, et négatif sinon. En fait, on est
capable de dire si u, < ¢ en utilisant la formule explicite donnée & la question précedente :

n+1l _ ¢n+l
LN

(’Dn _ ¢n
signifie que, si n est pair, le numérateur est inférieur a "', et le dénominateur supérieur a
™, donc le quotient inférieur & ¢. De la méme fagon, si n est impair, u, > ¢. On en déduit
que Up+1 = Uy sin est impair, mais up4+1 < uy, Si 1 est pair (ce qui est tout a fait cohérent
avec les premiéres valeurs de la suite que nous avons calculées).

Uy = . En effet, 1 étant négatif, ¢ est alternativement positif et négatif, ce qui

(’Dn-l-l(l _
5. Factorisons notre quotient par les puissances de ¢ : u, =

e
Y 1—+/5 ) , . .
en posant ¢« = — = . Ce réel est certainement compris entre —1 et 1, donc lim o™ =
¥ 1+5 n—-+00
0, et lim u, = .
n——+o0o

(L) g
(ﬁ)n) - 1—an’
©

F, F,
o1 8 1+ —. La fonction

6. On reprend pratiquement un calcul déja fait : u,+1 =
F, Unp,

1
f x> 1+ — est décroissante sur RT™* et coupe la droite d’équation y = x pour z = ¢ (c’est
x

encore et toujours la méme équation), ce qui permet de dessiner le bel escargot suivant pour
représenter les termes de la suite (uy,) :

10



7.

10.

. Il suffit pour cela de constater que ™ < F,. Si n est pair, c’est évident, puisque F, <

ZAV NS I
!
0 uli u3§ ud  u2 J
0 1 w2 3
R . . . . 1 —a”
D’apreés le calcul effectué pour déterminer la limite de (uy), u, =
n -1 n n n n
X M. r, a = T/J_ X 1 = 2 et a—1 = . Finalement,
1—a™ 1 —an (pn (‘Dn_wn \/an (,0
— n o1 n
Uy — O = W -9y = 4 . Comme —¢" = — <——> , on obtient bien, en valeur absolue,
\/15Fn Fy ®

2 n
mais méme dans le cas ol n est impair, " — ™ < 2" puisque || < ¢, donc F,, < % <

_ﬁz %‘ﬁz

. 11 faut trouver une valeur de F), telle que F2? > 10% donc F,, > 100. Un calcul légérement

233

144
de ¢ & 107 prés par excés puisque tous les termes d’indice pair de la suite sont plus grands

laborieux nous méne a trouver Fio = 144. On a alors ujp = qui est une valeur approchée

que ¢. Une passionnante division « & la main » permet d’obtenir que Taa ~ 1.61806, et les

plus courageux vérifieront de méme que ui3 = > 1.6180, ce qui permet d’affirmer que

1.6180 et 1.6181 sont les valeurs approchées de cg ?;1310_4 prés par défaut et par exceés.
Faisons donc une petite démonstration par récurrence double, par exemple en fixant la valeur
de n et en faisant varier p (on ne peut pas faire varier les deux a la fois). On pose donc P,
Foyp = Fy1Fpy+F,F,11. Aurang 0, la propriété stipule simplement que F,, = F,,_1 Fo+F, F1,
ce qui est vrai puisque Fy = 0 et F; = 1. De méme au rang 1 : Fj,1 = F,,_1 + F), est vraie
par définition de la suite de Fibonacci. Supposons la propriété vraie aux rangs p et p + 1,
alors Fpipyo = Foipt1 + Foap = FooiFp + FuFpio + Fu i Fy + FoFp1 = Fup(F, +
Fpi1) + Fo(Fpiq + Fpyo) = Fp1 Fpio + F Fp3, ce qui est exactement la propriété Pp,o. La
propriété est donc vrai pour tout entier p. En particulier, en posant n = p + 1, on obtient
Fopi1 = F +F? p+1, C€ qui prouve effectivement que les termes d’indice impair de la suite sont
somimes de deux carrés.

11



0
11. Et si on faisait une nouvelle récurrence 7 Au rang 0, on a ZFk =0,et Fbh—1=1-1=0,

k=0
n+1 n
donc la propriété est vraie. Supposons la vérifiée au rang n, alors Z Fr=F,1 + Z F, =
k=0 k=0

Fot1+ Fhy2 — 1 = F,13 — 1 en utilisant la relation de récurrence définissant la suite (F,).
cela prouve que la propriété reste vraie au rang n + 1, et achéve la récurrence.

12. La question est bizarrement formulée, puisqu’elle donne la valeur de la suite juste avant de la
demander. Bref, jamais deux sans trois, on va faire une belle récurrence. Au rang 1 (le rang
0 n’est pas vraiment pertinent vu le F;,_1 qui traine dans la formule), on a FyFy — F2 = —1,
ca marche. Supposons la formule vérifiée au rang n, alors au rang suivant F, o F,, — F> 1=
(Frs1 + Fp)Fp — F¢%+1 = Fr% —Fpy1(Fpp1 — ) = Fv% — b =—(-1)" = (_1)n+l’ ce
qui prouve la propriété au rang n + 1.

13. Pour comparer les deux nombres, calculons leur tangente : & droite, c’est facile, ¢a vaut
bien évidemment 1. A gauche, c’est & peine plus compliqué, mais il faut bien sir se sou-

F F,
venir de ses formules d’addition de tangente : tan <arctan< "+2> — arctan( n >> =
n+3

n+1
Fn 2 Fn
Fnil " Fays _ Fn+2Fn+3 + Fn+1Fn _ Fn+2(Fn+2 + Fn—i-l) — Fn+1(Fn+2 B Fn-i-l) _ F7%+2 + F3+1 _
1+ 7}751??513 Fni1Fnys — FrpoFy FRpp+ ()M + FRy — (-1 Flio+Fly

1. Les deux membres ont donc la méme tangente, ils sont égaux a w prés. Mais comme

n
Fn+3
A . . ™ ™ crs . .
méme genre de raison comprise entre 1 et 5 la différence des deux est (strictement) comprise

T
0< < —. L’autre arctangente étant pour le

< 1, on a certainement 0 < arctan <
n+3

™ . , N . .. L. .
entre 0 et —, et donc bien égale & —. On obtient ainsi toute une série de formules palpitants,

1 t 5 t 21 T Et t ?
comme par exemple arctan —_— — arctan —_— = —. onnan non !
P P 34 89) 1 !

Probléme 1 (**%*)

Partie A : Exemples

k=n
1. (a) On a dans ce cas wn:Z2 X 3=6(n+1).
k=0

k=n k=n k=n 9 k
(b) Dans ce deuxiéme exemple w, = Z2k x 3"k = 3"Z2k x 37k = 3"2 <§> =
k=0

= k=0 k=0
2 1
371 1 - (§)n+1 — 377,-‘,—1 1 _ g n+ — 3n+l _ 2n+l.
1-2 3

k=m k=m k=m—-n—1 1 1 k=m—-n—1 1 11 1

1 =0
2. (a) On calcule Z Uk = Z 9k — Z ont1+k  gntl Z ok —gntl 1_1
k=n+1 k=n+1 k=0 k=0 2
1 1 1 1 1 T d Vinéealité d 4 .
on T om-n ) = on  om < on = Un, donc l'inégalité demandée est vraie.
(b) 11 s’agit « simplement » de découper la somme constituant ws, en morceaux et de faire
k=2n k=n k=2n—1
les bonnes majorations : w, = Z UpVop—k = Zukvgn_k + Z URVop—k + U2p V.
k=0 k=0 k=n+1

La premiére somme est égale a ugve, + u1v2,—1 + - -+ + upv,. Comme la suite (v,) est
supposée décroissante et que tous les termes de (u,,) sont positifs, elle est inférieure ou égale

12



k=n
a (up +uy + -+ 4 up)vy = Uy + vy Z ug < UV, + UgVy = 20, (cette derniére inégalité
k=1
découle de la question précédente). De méme, en utilisant la décroissance de (vy), la
k=2n—1

deuxiéme somme est inférieure ou égale a vy E up < v1uy, (toujours d’aprés la question
k=n+1
précédente). En additionnant ces majorations, on obtient bien wa, < 2v, + v1u, + vougy,.
k=n k=2n
La deuxiéme majoration est du méme style : wa,4+1 = g UkVop+1—k + g UkVon+1—k +

k=0 k=n+1
k=2n

Uzn 100 < Vnp1Uo+0n 1 (U Fuat - +in) o1 > UpHign 100 < 20n11+H01n+HU0U 41
k=n+1

Les deux suites (up) et (vy) ont pour limite O (pour (vy,), ¢a fait partie des hypothéses,

et pour (u,) c’est une conséquence du fait qu’il s’agit d’une suite géométrique de raison

5) On en déduit aisément que liar_l voUoy + 20, + viu, = 0, et pareil pour 2v,.1 +
n—-+0oo

V1Uy, + VoU2p+1. Comme de plus tous les termes de la suite (w,) sont positifs (ils sont
constitués d’une somme de réels positifs), le théoréme des gendarmes permet de dire que

lim wo, = lim way,4+1 = 0. Les deux sous-suites constituées des termes pairs et impairs
n——+00 n—-+00

D’apreés I'inégalité triangulaire, on aura

2 n—k

convergeant vers la méme limite, la suite (w,,) converge également vers 0.
1
< Z = Z 2—kvn_k = w,. Comme on
k=0

1 k
- 5 Un—k
k=0 k=0

vient de voir que la suite (wy,) convergeait vers 0, le théoréme des gendarmes nous donne
la convergence de (Ju’ x v]), et donc de (u' x v), vers 0.

k=n
0< (' xv),| =

Partie B : Application a I’étude d’un ensemble de suites

1 1
1. Si (uy) est une suite décroissante, on a —(uy, + up—1) = §(an + ap—1) = an = ap4+1, donc la

suite appartient effectivement a A. Au contraire, si (u,) est strictement croissante, on aura

toujours §(un + Up—1) < Up < Up41, donc la suite n’appartient pas a A.

2. (a)

(b)

1 1
La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique z? — 5:5 —5 = 0.
. 1 9 . % + %
Son discriminant vaut A = 1 +2= n donc elle admet deux racines r = 5 = 1et
L3 n
s = 22—2 =-3 Le terme général de la suite est donc bien de la forme z, = a+ <—§> .
1 n
La suite définie par u,, = 1+ 5 par exemple, appartient a A (elle vérifie la récurrence

linéaire de la question précédente, et on vérifie facilement que ses termes sont tous positifs),
mais n’est pas monotone puisque les termes d’indices pairs de la suites sont plus grands

que 1 et les termes d’indices impairs plus petits que 1.

1 1
Calculons donc, pourn > 1, ¢py1—cp = an+1+§an—an— 30n-1 = Gn41— §(Gn+an—1) <

0 puisque (a,) € A. La suite (¢,) est donc décroissante. Comme elle est par ailleurs
constituée de termes positifs (puisque c’est le cas de (ay)), elle est minorée, donc elle
converge.

Il semble assez naturel de procéder & une récurrence. Pour n = 0, I'égalité stipule que

1\° . . : ) e
3 co = ag, ce qui est effectivement vrai. Supposons désormais 'égalité vérifiée au

13



k=n-+1 1 k k=n 1 k+1 1
rang n, alors Z <_§> Cnt+l—k = Cpt1 + Z <_§> Cn—k = Cpn+1 — §an = Qp41 +
1 1 k=0 k=0

30n ~ 50n = n41. La propriété est donc vérifiée au rang n + 1, et la récurrence achevée.
Ca calcul prouve que les suites b X ¢ et a sont tout simplement identiques.

La suite (uy,) convergeant vers [, la suite £ a pour limite 0. De plus, elle est décroissante a
partir du rang 1 tout comme (u,,), donc tous ses termes sont positifs (sinon elle ne pourrait
pas converger vers (). Elle vérifie donc les hypothéses faites sur la suite (v, ) dans la partie

précédente, et on peut en conclure que lim d, = 0.
n—-+400

Ce n’est pas si dur que ¢a en a l'air : d,, = Z <_§> (Cop — 1) = Z (__) o —
k=n k 1 n+1 nal

1 1— (-1 3 1
lkz_o <_§> —n _l%@ = ant5l (1 - <—§> ) On peut également écrire

n+1
quean:dn+gl (1—(—%) >

La toute derniére question est un simple calcul de limite : on sait que ligrl d, =0, et
n—-—+0oo

lim <—§> = 0 (suite géométrique), donc lim a, = gl.

n——+00 n——+00

Probléme 2 (**%*)

12+0%2 1
1. Par définition, on aura dans ce cas ug = 1 et u; = 0. On calcule ensuite ug = —; =3
0>+3 1 Tt 17
puis us 5 g ot U 5 198
2. (a) Si (uy) est une suite constante égale a k, alors on doit avoir w19 = up+1 = uy = k (quelle
k2 + k?
que soit la valeur de n), donc k = R = k2, soit k =0ouk = 1.1l y a donc deux

(b)

3. Si la suite (up) a pour limite I, alors lim ug

suites constantes dans '’ensemble S.

Supposons donc que, pour un certain entier n, on ait u, = un4+1 = 1. Une récurrence

double triviale permet de prouver que Vp > n, u, = 1 (c’est vrai aux rangs n et n + 1

1+1
par hypothése, et up, = upr1 =1 = up—2 = % = 1), mais il faut aussi prouver que les

termes précédant u, sont aussi égaux & 1. On peut pour cela faire une récurrence double
descendante en initialisant & wu,, et u,41, et en prouvant que up = up41 =1 = up—1 = 1.
~ up1 +up 2 2 ;
En effet, on sait que up11 = ————, donc U,y = 2upt1 —u, = 2—1 =1 par hypotheése
de récurrence. Comme tous les termes de la suite sont positifs (c’est une récurrence double
triviale si on tient & étre extrémement rigoureux), on en déduit que u,—; = 1, et la
récurrence descendante permet de prouver que tous les termes restants de la suite sont

nuls.

Supposons donc qu’un certain terme u,+2 (puisqu’il ne s’agit pas d’un des deux premiers)

2 2
un—l—l + Unp

soit nul. Comme w49 = , on aura nécessairement u, = u,+1 = 0. On conclut

alors comme a la question précédente que la suite est nulle (c’est méme un peu plus simple
car pour le coté descendant on peut se contenter d’une récurrence simple au lieu de faire
une récurrence double).

2 _

lim w2, , =12, et lim u =1{. Un
n—-+o00o n—-+o0o n+l ’ n—-+o00 n+2
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passage a la limite dans la relation de récurrence donne alors [ = =12, donc I =0 ou

=1
. a? +b?
4. (a) Supposons donc que a < b, alors a et b étant positifs on aura a? < b?, et donc 5 <
b2+ b2 a’ +b?
;— = 2. Comme on a supposé également que b < + , on en déduit que b < b,

ce qui ne peut se produire que si b > 1, ou si b = 0. Dans ce dernier cas, ’encadrement
0 < a < b implique alors que a est également nul.

(b) Cette fois-ci, on peut écrire que a® + b> — 2a < 0, donc (@ — 1)? + b*> — 1 < 0. Comme
(a — 1)% est évidemment positif, on doit nécessairement avoir b — 1 < 0, donc b? < 1, ce

qui implique b < 1.
1

_(ugz+2 +

5. En utilisant la relation de récurrence définissant la suite, on calcule w13 — Upto = 5

2 2
U, —u ) .
uflﬂ — ui — U%H) =2 " O u%+2 — u% est du méme signe que Up42 — Uy (tout étant

positif). Les deux différences sont donc toujours de méme signe.

6. (a) Cela découle de fagon évidente de la question précédente : puisque u,1+2 — u, > 0, alors
Upt3g — Upto = 0, ce qui suffit & prouver ce qui est demandé.

(b) La croissance a partir du rang n + 1 (précision oubliée dans ’énoncé) se prouve par
récurrence double. On sait qu’au rang n + 1, on a uy41 < Upt2 et au rang n + 2, Upto <
Up43. Supposons désormais que pour un certain rang p > n + 1, on a up < Upy1 < Upt2
(hypothése de récurrence double), alors la question a permet d’affirmer que u,1 < upta <
Up43, ce qui achéve la récurrence. La suite n’est également strictement croissante qu’a
partir d’un certain rang, ici le rang n + 3. Supposons en effet que pour un certain entier
p = n+ 3, on ait u, = up41. La question 5 permet alors d’affirmer que w, = wu,_o.
Mais comme p — 2 > n + 1, et que la suite est croissante & partir du rang n 4+ 1, on a
nécessairement u,_s = up—1 = Up = Up+1. La suite comporte donc (au moins) trois termes
consécutifs égaux, et on montre facilement a partir de cela que la suite est constante (c’est
exactement le méme calcul qu’a la question 2.b), cas qui aurait du étre exclu par I’énoncé.

(c) On utilise le calcul de la question 4.a en posant a = uy41 et b = uyp49. On a alors

2 12 2 12
a®+b a®+b
+ , et par hypothése a < b < +

Upy3 = . Si on élimine le cas de la suite nulle,

cette question assure que b > 1, soit un42 = 1.

(d) La suite étant strictement croissante a partir du rang n + 3 (et méme n + 1) et vérifiant
Upts = Unto = 1, elle ne peut converger que vers une limite strictement supérieure a 1 si
elle converge. Or, on a vu que les seules limites finies possibles pour (u,) étaient 0 et 1.
Elle ne converge donc pas, et étant croissante, elle diverge nécessairement vers +oo.

7. Ce sont exactement les mémes étapes : on prouve d’abord que unp13 < Upto < Upy1 €N

utilisant la question 5. Ensuite, on prouve par récurrence double que la suite est décroissante

a partir du rang n+ 1 (exactement la méme récurrence que ci-dessus en changeant le sens des

inégalités), puis que la suite est strictement décroissante a partir du rang n—H’; (enc20re une fois,
a”+b

c’est pareil). Enfin, on applique la question 4.b avec a = w42, b = up41 et = Up+3, €t
on en déduit que u,y1 < 1, et donc uy,13 < 1. La suite étant ensuite strictement décroissante
et minorée par 0, elle converge nécessairement, et sa limite est nulle puisqu’elle ne peut pas

étre égale a 1.

8. On calcule les premiers termes de chaque suite jusqu’a obtenir un terme plus grand (ou plus
petit) que chacun des deux qui le précédent, pour pouvoir appliquer la question 6 (ou la 7) :

2 1 1 +1 5 25 + 1
° silluozx/ietm:O,alorsu2:§:1,puisu;),:§,u4: 42 :§etU5:%:
28" Comme us < uyg et us < ug, la suite converge vers 0 (question 7).
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9.

(a)

(d)

si ug =2 et ug =0, alors ug = 2, puis uz = 2, ce qui suffit a assurer que (u,,) diverge vers
+oo puisque ug est a la fois supérieur ou égal a ug et & uy (question 6).

Supposons donc, par 'absurde, que u; = ug. On peut alors distinguer trois cas suivant la
valeur de us :
e si ug = uq, alors la suite (u,,) sera constante, ce qui est exclu par I’énoncé.
e si u; < ug, alors la question 6 assure que la suite va diverger vers +oo, ce qui est
également exclu.
e si u; > ug, alors la question 7 assure que la suite va converger vers 0, ce qui est aussi
exclu.
On ne peut donc pas avoir u; = ug avec les hypothéses faites sur la suite.

C’est a peu prés la méme chose que pour la question précédente, on va exclure les autres

possibilités :

i. sl Upyo = uUpy1, selon que u,ig est égal & u,qo, strictement supérieur & wu,49 ou
strictement inférieur a wu,y9, la suite va respectivement étre constante, diverger vers
400 ou converger vers 0, ce qui n’est pas possible, donc w19 # Upi1-

il. si Upto < Upt1, alors on ne peut pas avoir u,+9 < uy, sinon la suite convergerait vers
0, donc up < Upt2 < Upt1-

iii. si upy1 < Upy2, alors on ne peut pas avoir u, < up42 sinon la suite divergerait vers
400, donc upt1 < Upyo < Up.

On peut effectuer une récurrence en appliquant la question précédente pour prouver que,
pour tout entier m, on va avoir ug, < Ugpia < Uptl €6 Uopio < Ugpiz < Uopil. Au
rang 0, encadrement ug < us < u; découle de la question précédente, puis 'inégalité
ug < up implique (toujours en utilisant la question précédente) que ug < ug < uj. Suppo-
sons maintenant les inégalités vraies au rang n, on part alors de uon1o < uony3 pour en
déduire que ugn 42 < Ugpta < Uzp+3 puis (en gardant I'inégalité de droite de I’encadrement
précédent) que ugp 44 < Uznts < U2nt3, ce qui prouve les deux encadrement souhaités au
rang n+ 1. On a en particulier prouvé qu’on avait toujours ug, < Ugp+2 €t Uop13 < Uzpt1,
donc la suite (ug,) est strictement croissante, et la suite (ug,+1) strictement décroissante.
Comme on a toujours ug, < ugp+1 < uj, la suite (ug,) converge vers une limite finie .
De méme, ugy,+1 > ug, > ug donc la suite (ug,+1) est minorée et converge vers une limite

2 2
Uy, + Uy g

finie I’. En passant a la limite dans la relation ug, 1o = , on trouve la relation

2, 2 2 2
A Udp 1 T UDyyo

2

, donc " = [. Les deux sous-suites (ug,) et (ug,+1) ayant la méme limite, on

l

. De méme, en passant a la limite la relation uo,y3 =

24P

, on aura

l/
peut en déduire que la suite (u,) converge vers cette méme limite. Cette limite ne peut
pas étre nulle puisque la suite est minorée par ug > 0, elle est donc nécessairement égale
al.

On a en effet prouvé que, quelles que soient les valeurs initiales, la suite (u,,) allait converger
vers 0, converger vers 1, ou diverger vers +00, ce qui est exactement ce qui est demandé

dans cette question.

$2 2

10. Par définition, us(z,y) = Ty, donc 'ensemble Cy est constitué des couples (x,y) de réels

11.

positifs vérifiant 22 +y? = 2. On reconnait ici ’équation du cercle de centre O et de rayon /2,
mais la condition (z,y) € (RT)? restreint I'ensemble Cy & un quart de cercle (le graphique est
fait un peu plus loin).

Cette fois-ci, il faut calculer ug(x,y) =

a?+yyo | 2
+
M. On aura donc uz(z,y) = 1 si (22 +

y?)? +49? = 8, soit 22 = /8 — 4y2 —y? (avec la condition y < v/2 pour que la racine carrée ait
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12.

13.

un sens), ou encore z = {/ /8 — 4y? — y2. On pose donc h(y) = 1/1/8 — 4y? — y2, la fonction

h est définie si \/8 — 4y? > y?, soit 8 —4y? > y* (tout est positif), ou encore y* +4y? —8 < 0.
En posant Y = g2, le trinéme Y2 +4Y —8 admet pour discriminant A = 16+32 = 48 = (4\/3),

—4 —4+/3 —4+ 43
et pour racines Y] = % <0et Yy = +\/’
définie sur lintervalle [0,1/2v/3 — 2] (puisque y? doit étre compris entre Y; et Y3). Elle est
dérivable sur cet intervalle sauf en v/2v/3 — 2 (ot sa courbe admettra une tangente verticale),
et strictement décroissante sur son domaine de définition (c’est évident méme sans expliciter la

dérivée, puisque y — /8 — 412 et y — —y? sont toutes les deux décroissantes sur ce segment,

= 2v/3 — 2. La fonction h est alors

et qu'on compose par la racine carrée qui est croissante). On peut calculer h(0) = 22, et
bien str h(1/2v/3 — 2) = 0. Les plus courageux constateront qu’il y a une tangente horizontale
en 0. L’ensemble C'3 est obtenu en prenant la courbe représentative de la fonction h et en la
symétrisant par rapport a la droite d’équation y = x, puisque h exprime z en fonction de y.

Si un point (z,y) appartient a la fois & Cy et a Cs, la suite (u,,) correspondant aura deux
termes consécutifs égaux a 1, elle est donc nécessairement constante égale & 1. Autrement
dit, le point de coordonnées (1,1) est le seul a appartenir aux deux ensembles. La courbe Cs
est donc en-dessous du quart de cercle Cy sur Uintervalle [0, 1] (puisqu’elle coupe 'axe des

ordonnées en \/2v/3 — 2 < \/5) et au-dessus ensuite. Une allure des deux ensembles :

0 \ |

T T

0 1 2

Tout point (z,y) qui se trouve & la fois & 'intérieur (strictement) de Co et a Uintérieur de
C5 vérifie ug < 1 et ug < 1 (les inégalités auraient du étre strictes dans I’énoncé), donc
appartient a I’ensemble Ej puisque la suite va alors converger vers 0. De méme, tout point
strictement & l'extérieur de Cs et de C3 appartiendra nécessairement a F.,. Ce magnifique
probléme était un extrait (seulement!) d’un vieux probléme de concours PT (Centrale 1989),
ol on se proposait ensuite de faire beaucoup mieux, en prouvant que toute demi-droite issue
de I'origine dans (R*)? contenait exactement un point (z,y) appartenant & E1, tous les points
de la demi-droite étant situés du coté de ce point contenant 1’origine appartenant & Fy et tous
les autres 4 Eo,. Autrement dit, il existe une courbe traversant le quart de plan depuis I'axe
des ordonnées jusqu’a ’axe des abscisses et correspondant & I’ensemble E7. Les points situés

17



en-dessous de cette courbe sont dans Fjy, ceux situés a 'extérieur sont dans F,. Cette courbe
se situe quelque part entre les courbes Cy et Cs.

18



