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Exercice 1 (* a **%¥)

-1 1 n 1
e En écrivant 3T § 31 3u on reconnait une somme de deux séries géométriques
.y . Kn-1 1 1 1

(dont une dérivée) convergentes, et on calcule facilement E =-X T — T =

3n 3 (1—-32)2 1—=

n=0 3 3

1 9 3 3 . i . .

3 X 1 3="1 (il est normal que le résultat soit négatif, le premier terme de la somme est

égal & —1 et les autres sont trop petits pour le compenser).
e On peut écrire, a partir de n = 2 (les deux premiers termes de la série sont de toute fagon

n(n—1) . : - .
nuls), ' = ( Ik ce qui permet de reconnaitre une série exponentielle convergente
n! n—2)!
+
X nn - 1)a" X an 9 X 9 o
et decalculerzilzzﬁ:x Z—':m e
vt n! oy (n —2)! = n!
. . .. 2n? 2 . , L
e Inutile de beaucoup se fatiguer ici, — ~ —, terme général d’une série divergente, donc
ns — n
notre série diverge (elle est a termes positifs & partir du rang 2).
. 1 1 . . :
e On peut écrire ond1 = 5 X qn POWr reconnaitre une série géométrique convergente, de somme
1 1
1—7 )
e Rien A faire ici, c’est un exemple direct de série exponentielle, de somme 4e™! = —.
e

. . . 1
e La série est a termes positifs et son terme général est équivalent a —, donc elle converge
n

(comparaison avec une série de Riemann). Pour calculer sa somme, il faut faire un télescopage,

1 b
en commencant par écrire T D+ 2) = % + g + - j_ 5 En multipliant 1’égalité
1
par n et en évaluant pour n = 0, on trouve a = 3 De méme, en multipliant par n + 1
1

et en prenant n = —1 on a b = —1. On trouve de méme ¢ = 3 soit nn + 1)+ 2) =
1 1 1

Gy———1 + 2+ 3) Pour effectuer le télescopage, on travaille avec les sommes partielles :

p 1 121 p T s S
> D T i St *an PIEEDICRE DI
n=1 n=1 n=1 =1 n= 2

1 N 1 1 1 N 1 n 1 1 n 1 1 b

— 4+ — == =-— . a bien convergence,
2 4 2 p+1 20p+1) 2(pp+2) 4 (p+1) 2p+2) 7 &

“+oo
1

n=1
: . . 3 +n2" 3 1
e Encore des géométriques a faire apparaitre : ——— = — + —

n
qn+2 16 3 2n_1, tout converge
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Il y a un telescopage tout simple, mais il est n’est méme pas utile de s’en rendre compter :

1 1 1
In <” + > =In (1 + ) ~ —, donc la série diverge (elle est a termes positifs).

3 2m 1 1 1 1 1 3
a3y

1
Le terme général de cette série (positive a partir de n = 1) étant équivalent a w2 elle
n

1 B a n b
n2—1 2n+1 2n—-1’

on met tout au méme dénominateur et on identifie), soit a+b=0et b —a =1, donc b = =

Tew 1
_52%—1_
k=0

avec a(2n—1)+b(2n+1) = 1 (pour changer,

converge. De plus,

1 Y 1 Ly
et q = —5 On en déduit que kzollkg_l 72@

n+1

1 1
= Z —— — —— . La série converge donc vers ——.
2k: F1 2 22n +1) 2

e+ e

Il suffit de se souvenir que ch(n) = pour écrire notre série comme somme de deux séries

X ch(n) 1$X e\ 13X 1 1{ 1 1
géométriques convergentes : nz% m =3 Z (§> —1—27;) (3e)" =5 (1 — % + 1_L ) =

3e

1 3 3
B <3 e + e i 1> (inutile de tenter de simplifier plus).

elle converge donc.

a b
(2n+1)(2n+3) 2n—|—1+2n+3 B

. Par identification, on obtient 2a + 2b = 0, soit b = —a, et 3a +b =5,

Le terme général de cette série & termes positifs est équivalent a 2
n

On effectue une décomposition en éléments simples :

a(2n+3) +b(2n + 1)
(2n+1)(2n + 3)

5 P 5 5. 1
dont on déduit —ftb——fAt ¢ dit, _>3 B
ont on dedwit @ =5 ¢ utrement di 2 (2n+1)(2n +3) znzo o+ 1
5 p p+1 1 5 5
E fE —*E —2___ 2  fyabi de 1
2n+3 2?’L+1 2n+1 2 2(2p+3) y a Dlen COnVergence e l1a

série, vers —.

Si on tient vraiment & prouver la convergence avant d’essayer de calculer la somme, on peut
trouver un équivalent du terme général & coup de développements limités. On peut aussi

. ) : . 1
anticiper le télescopage et calculer directement la somme partielle :

'kZQ\/k—lJr\/kH_

1 +Z 1 Z 2 g 1 L L 1 1 2 2 _1 1 1 N
Vi EVE TEVE SVE VB Vn Vadl V2 Vi V2 Vm
1 1
———, qui converge vers la somme 1 — —.
vn+1 q 8

V2
On constate ici que ™™ = (e~*)™. On est donc en présence d’'une simple série géométrique
de raison e~ . Cette série convergera donc si et seulement si x > 0 (condition pour que
1 e’

e " €] —1,1[), vers = .

l—e e*—1
Rien d’évident ici, mais on sait que la suite (F},) est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation
caractéristique 2> = x + 1. Cette équation a pour discriminant A = 5, et pour racines z; =

1+\/58t 1-+5
2 2

1 )
Tg = .SionpartdeFOZOetFl:1’Onaumd0nCFn:a< +2f> "



1_ n
ﬁ( \/5> 7aV6CF0:Oé+B:O,etF1:%(1+\/5)+§(1—\/5)zlysoitQO{\/g:l’et

2
1 1 1 (1+v5)\"
a=—=, puis § = ———=. Comme z1 > 1, et |z2| < 1, on obtient F,, ~ —— *
2v/5 2v/5 2v/5 2

1 2
le second terme tendant vers 0), puis — ~ 2v/5
( ) P F, <1 +5

géométrique convergente. On en déduit que notre série converge (elle est & termes positifs),
mais il n’existe en fait aucun moyen d’en calculer aisément la somme !

n
) , terme général d’une série

Exercice 2 (**)

1. On montre par une récurrence facile que Vn € N, u,, > 0. En effet, c’est vrai pour ug, et si on
le suppose vrai pour u,, comme e~ “* > (, on aura bien un,4+1; = e~ **u, > 0. De plus, comme
up >0, 0on a e ¥ < 1, et donc e ""u, < u,. Autrement dit, la suite (u,) est décroissante.
Comme elle est minorée par 0, elle converge vers une certaine limite /. On en déduit que
e ", tend vers le”!, mais aussi vers [ puisque cette expression est égale & up41. On en
déduit que I = le™!, ce qui se produit si I =0 ou si e~ = 1, ce qui ne laisse que la possibilité
[ =0. La suite (u,) converge donc vers 0.

2. On remarque que vp+1 = In(upy1) = In(e ™ “ruy,) = —uy + Inu, = v, — uy, ce qu’on peut
n

n
aussi écrire u, = v, — Vp11. On en déduit que S, = Zuk = Z(vk — Vg1) = Vo — Upt (il
k=0 k=0
y a télescopage).
3. Comme u, tend vers 0, la suite (v,) diverge vers —oo quand n tend vers 400, et la série (Sy,)
diverge donc vers +oc.

Exercice 3 (*)

. 1 . . .
Comme la série de terme général — est une série de Riemann convergente, on sait que son reste
n

converge vers 0. On va tout de méme commencer par travailler avec des sommes partielles (ou plutot

1 .
< —5 par décroissance

1
des restes partiels). Sur l'intervalle [k, k+1], on a l'encadrement (CEE < S

1 1 B 1
de la fonction x — —. En intégrant cet encadrement, on obtient ———= < / — dr < —,
x2 (k+1)2 k k2

72
L 1<1(d t qui est en I’ facile & obteni lcul
——— < — — —— < — (encadrement qui est en l'occurrence facile & obtenir sans calculer
G+r12 Sk k+1l &2 4
d’intégrale). Si on somme 1’inégalité de droite pour k variant entre n (qu’on fixera désormais) et p

soit

P P
1 1 1 1 1
i va ensuite tendre vers on trouve alors — > - — —— = — — —— (télescopage
(qui va ensui ndre vers +00), on trouv rkg_nk’2/k§_nk FT1l - n p—l—l( pag
dans la somme de droite). De méme, en sommant les inégalités de gauche pour k variant entre n — 1
1 1 1 :
et p — 1 (pour avoir des ——— variant entre — et on obtient l'autre inégalité — <
P (pour avoir <k+1)2vr1n ntre — p2), n ient autre inégali kgnk;\
p—1
1 1 1 1 1
- — — —. Autrement dit, on a prouvé que — — —— .
k k4l n-1 p prouve q ZkQ\— p
k=n—1
n .
multipliant tout par n, on a donc 1 — —— E 5 < — —. Lorsqu’on faire tendre p vers
k n—1 p

400 a n fixé, les deux membres extrémes convergent (mais pas vers 1, attention a la rigueur!), et on



1 n n
en déduit que 1 < lim n Z w2 < R soit 1 < nR,, < —7 On peut maintenant faire tendre
n — n —

k=n
n vers +o0o pour trouver, par application du théoréme des gendarmes cette fois-ci, lir+n nR, =1,
n—-+0oo
+o0
. 1 1
soit R”:Zﬁwﬁ'
k=n
La généralisati fait t t de la méme f [k, k+1] L <1<1 i
a généralisation se fait exactement de la méme facon : sur — < — < —,cequi
g Q 9 b (k+ 1)0& ~X f]:a ka q
1 1
donne par intégration < - < —. Une somme télescopique
P & k+1De S(T—a)(k+ Do (I—akl—< S b
1 1 "1 1 1
plus tard, on trouve — < Z < —

C-a)pt)ie (1-amie S 2k S T—apla (I-a)n- i
Comme précédemment, un premier passage a la limite sur p permet d’obtenir 'encadrement 1 < (1—
1

11—«
n
a)n' R, < | —— , puis le théoreme des gendarmes donne 'équivalent Ry, ~ ——————.
n+1 (1 —a)nt—

Exercice 4 (***)

1. On peut commencer par constater assez aisément que la suite (u,) est décroissante puisque
Upy1 — Up = —u2 < 0. Cela donne bien envie de tenter de la minorer, par exemple par 0.
Prouvons via une petite récurrence que tous les termes de la suite appartiennent a l'intervalle
[0; 1]. C’est vrai pour ug par hypothése. Supposons donc 0 < u, < 1, on a alors également
0<1—u, <1,donc0 < uy(l—u,) < 1. Or, up(1—uy) = up —u2 = uy, 1. Cette constatation
achéve la récurrence.

La suite (u,) étant décroissante minorée, elle converge. Comme w11 = u, —u2, on en déduit
en prenant la limite de chaque coté que [ = [ — [2, soit —I? = 0, ce qui n’est possible que si
[ = 0. On peut en déduire que la suite (u,) converge vers 0.

k=n k=n
2. Enrevenant a la relation de récurrence, on constate que u% = Up—Upt1,d 00 g ui = E Up—
k=0 k=0

U1 = Ug — Upt1 (par télescopage). D’aprés la question précédente, ngr}rloouo — Up4+1 = U,

donc la série de terme général u2 converge vers uy.

k=n k=n
u
3. La somme partielle va également étre télescopique : g In ( kH) = g In(ug1) — In(ug) =

u
k=0 K k=0
In(un41) — In(up). Or, toujours en utilisant notre connaissance de la limite de (uy), on a
lim In(u,y1) = —00, ce qui signifie que la série considérée diverge.

n—-+o0o

. ) o . Un+1
4. En reprenant la relation de récurrence définissant la suite, on constate que ln< nt ) =
Un

Up — U ) . : L.
In <"> = In(1 — u,) ~ —u, puisque u, est une suite qui converge vers 0. La série
Un

Z —uy, (qui est & termes négatifs) diverge donc, et Z Uy, également.

Exercice 5 (* a **)

. L : 1 .
e La série est & termes positifs, de terme général équivalent & — (terme général d’une série de
n

Riemann convergente), donc converge.
. . 1 1 . :
e La série est & termes positifs, et pramperiagised terme général d’une série géométrique
e+ e~ e
convergente, donc la série converge.



e Meéme si on se trompe dans I’équivalent, on tombera sur une série convergente. En l'occurrence,
1 1

5o, ™~ 5, ¢t la série converge.
n>+2n  2n

n? +n4

N 4
diverge grossiérement.

n —|— 2
o Ici, la positivité est évidente, et 1/ 1/ —, donc la série diverge.

3n < 37 (au moins a partir d'un certain rang), ce qui

1
e Le terme général ne tend méme pas vers 0, puisque a pour limite > donc la série

suffit & assurer la convergence.

e Encore une série qui diverge grossiérement, le terme général tendant vers 1 (en factorisant,
on constate que le dénominateur est équivalent a In(3n), donc & In(n), puisque In(3n) =
In(n) + In(3).

n?  n(n—1) 1

e On peut par exemple écrire que — ~ ~ ,
n! n! (n—2)!

ce qui assure la convergence de la

2
1 1
série. notons qu’on peut trés bien calculer sa somme : Z % = Z m + Z m =

2e.
e Un peu plus pénible que celui de la ligne du dessus, mais on peut certainement écrire qu’a
partir d’un certain rang, In(n) < ni (puisque le In est négligeable par rapport a toute puis-

. iy n(n) _mns _ 1 enéral d'une séri i
sance strictement positive), donc —5= < — = —, terme général d’une série de Riemann

n2 nz na
convergente. Ceci assure la convergence de notre série.

Vn+1l—yn 1
2n © 2n(Vn + 14 /n)

tend certainement vers 0, et assure la divergence grossiére de la série proposée.

e On constate par exemple que (quantité conjuguée), qui

n N 1
e (Vest beaucoup plus intéressant : L. = (731 avee n2 In ) (142 =
n+1 n+1 n

2

1 1 1 1 " 1
—n? (= ——5+o|— = —n+ = + o(1). On en déduit que L =e"Xxe 2x
n 2 n+1

e T .
e®D) ~ = terme général d'une série géométrique convergente. notre série est donc conver-

gente.

e Ici, le plus simple est de faire une comparaison série-intégrale. La fonction x — ————— est

2(n(z))°

continue et décroissante sur ]1,4o0o0[ pour @ > 0 (si a < 0, la série diverge de toute facon

car son terme général est supérieur a celui de la série harmonique). Mieux, on sait calculer

/n R /x L n(z))~ d L fin(z) ey @)™ | g Cette val
———— dx = —(In(z r=——>/|n(z = — . Cette valeur a

5 z(In(x))® 9 T 11—« 2 1 -«

une limite finie en 400 si et seulement si 1 — a < 0, soit a > 1. On trouve donc exactement
le méme critére que pour les séries de Riemann.

Exercice 6 (*)

La série de t énéral L t énéral est équivalent 3 L D
a série de terme général ———— converge car son terme général est équivalent a —. De
8 (2k + 1) 8 8 q 452
méme pour la série de terme général m On peut donc écrire que la série de terme général
1 X1 1 X1 =1

@k +2)2 T (k12 Converse et aue kzzo k12 @kt2? ;::0 @kt 12 " kzzo 2k +2)2°

Or, la somme de gauche n’est autre que la somme des inverses des carrés de tous les entiers (on a



. . . o . 2 . .
juste séparé entiers pairs et impairs) qui vaut 5 Quant a la deuxiéme somme & droite, elle vaut
+oo +oo +oo 2 +oo 2
1 1 1 1 1 1 =« 1 s 172

—_ = = —_— = = — = - X —. Conclusion : — = — — - — =
Z4(1<;+1)2 12 (k + 1)2 1272 = 1% - Conclusion: > 2k+1)2 6 46
k=0 k=0 k=1 k=0
3n2 7

46 8
Exercice 7 (**)

1. On sait que arctan(z) ~ =z (par exemple en utilisant le début du développement limité

z—0
d’arctangente), donc le terme général de notre série est équivalent & ———— puis & —;,
n2+n+1 n2
ce qui assure la convergence de notre série (qui est a termes positifs).
1 1
2. Calculons la tangente de chacun de ces deux nombres : tan | arctan { ———— = -
n®+n-+1 n“+n+1

D’un autre cote, via la formule d’addition des tangentes, tan(arctan(n + 1) — arctan(n)) =
tan(arctan(n + 1)) — tan(arctan(n)) 1

1 + tan(arctan(n + 1)) tan(arctan(n))  1+n2+n

. . 7T .
tangente, et appartiennent tous les deux a l'intervalle [O, 5 [ (pas croissance de 'arctangente,

. Nos deux nombre ont donc la méme

s

5);

arctan(n + 1) — arctan(n) > 0, et cette méme valeur est majorée par arctan(n + 1) < 5

donc elles sont égales.
P
3. Notre série est donc tout simplement télescopique : Z arctan

> = arctan(p +
n=0

(n2—|—n—|—1

1) — arctan(0) = arctan(p + 1), qui converge vers g

Exercice 8 (***)

1. Effectuons un développement asymptotique de notre expression : av/n — 1 —i—b\/ﬁ—&—c\/n +1=

V1 +b+ ,/1+ b4t e
vnlay1—= c - - — cH+ — — — 4+ —
2n  8n?  16n3 2n  8n?  16n3

0(713>=<a+b+0>f+ fl gr:/cﬁ 0<Wﬁ

évidente est a + b+ ¢ = 0, sinon la série diverge grossiérement. Si cette condition est vérifiée,

>. Une premiere condition nécessaire

. P P P M N C - 01
et si a # ¢, notre terme général est équivalent a 7,
n

divergente, donc la série diverge. On doit donc imposer ¢ = a (et donc b = —a — ¢ = —2a),

terme général d’une série de Riemann

a . .

—, ce qui suffit cette fois-ci & prouver la
4n?2

convergence de la série, puisqu’on est en présence d’une série de Riemann convergente. Les

conditions ¢ = a et b = —2a sont donc nécessaires et suffisantes.

4 1

2. On va évidemment faire pareil:\/n2—|—4n—|—1:n1/1—|—7+—2
non

Lo L(a 14+12+1 4+13+ 1
=N _— —_ _— _— —_ _— _— —_ _— 0] _—
2\n n?2/) 8\n n? 16 \n n? n3

{ 2 1 2 1 . 4 n 1 5 5 n 3 n 1 p |

=nll-—————-——=——+—<+4+o0|— =n—2— —+ — +o0| — |. Pour annuler
n 2n?2 n?2 n3  nd n3 2n  n? n2

tous les termes divergents de ce développement asymptotique, il faut donc choisir a = 1,

on obtient alors un terme général équivalent &

. 3 .
b= —-2etc= —35 On aura alors une équivalence du terme général avec — qui assure la
n

convergence de la série.



ol

3. Allons-y pour un dernier développement asymptotique : v/n3 + an—vn2 +3 =n <(1 + %)
n

1+ i_l_i+i+0 S _2a—9+27—8a+0 1 Il faut et il
3 3n2  9pt 2n? = 8nt n4  6n 72n3 nd /)’ "

suffit donc que a soit égal a 3 pour que la série converge.

Probléme 1 (**%¥)

I. Série exponentielle

II.

1. Cela se fait trés bien par récurrence. Pour n = 4, 2* = 16 et 4! = 24, donc I'inégalité est
vérifiée. Si on suppose que, pour un certain entier supérieur ou égal & 4, 2" < n!, alors
2ntl = 2 x 2" < 2xn! < (n+1) xn! = (n+ 1), ce qui prouve I'hérédité et achéve la
récurrence.

1 1
2. Pour tout les indices de la somme, au vu de la question précédente, on aura — < —-, donc

Kl 2k
k=n =n k=n—4 1
1 1 1 11— 5= 1 1
Z S < Z oh somme géométrique égale a 2 oF = 2—41_721 =3 (1 - 2n_3> <
Ii: k=4 k=0 2

8
3. La série exponentielle est une série & termes positifs, majorée au vu de ce qui précéde par
1 1 1

é + T + ot i + é Elle converge donc, et sa limite [ vérifie certainement 1+ 1 + 5 + =
l<1+1+1+1+1,801t§<l<%.
2 6 8 3 27
Suites et séries de Cantor
e N~
1. On peut écrire (si p < n, sinon la somme est bien sir nulle) Z —_— = Z —_— —

k! (k —1)!

k=p+1 k=p+1

=1 1 1
> B

k=p+1
k=n w k=p u k=n g
_ ko Yk
2. On a en effet S, — 5, = Z i Z T Or, par hypotheése, on a toujours
k=1 k=1 k=p+1
U kE—1 . . © o ‘ Lo
oS T donc notre expression est bien majoree par la somme calculée précédemment.
Par ailleurs, S, — S, > 0 puisqu’a partir du rang 2, k' > 0.

1
3. En particulier, on aura Vn > 2, S, — S1 < 1-— — < 1, soit S, < 57+ 1. La suite S, étant
n!

croissante, elle converge.

1
4. 11 suffit de reprendre ’encadrement de la question 2 : 0 < 5, — S, < —

P
1

la limite pour obtenir 0 < .S — 5, < -, ce qui est équivalent a ce qui nous est demandé.
p!

— et de passer a

I1I. Développement de Cantor d’un réel

1. C’est évident au vu de la définition de u,,, puisque les termes de la suite (p,) sont des entiers.

2. Les inégalités p, < nlz < p, + 1 ne sont que la définition de la partie entiére. De méme, on
aura pp—1 < (n — 1)lz < pp—1 + 1, donc np,—1 < nlx < n(pp—1 + 1). Le nombre np,,_; étant



un entier inférieur & nlz, il est nécessairement plus petit que p, (par définition de la partie
entiere). De méme, n(p,—1 + 1) est un entier strictement supérieur a nlz, donc supérieur ou
égal a pp, + 1.

3. Le nombre u; est certainement entier. De plus, au vu des inégalités précédentes, on aura
toujours 0 < pn — NPp—1, €t pn + 1 < npp_1 + n, 80it Py, — npp—1 < n — 1. Autrement dit,
0 < up < n—1, ce qui définit bien une suite de Cantor.

U
4. On se convainc assez facilement que S,, = p—‘, ce qui se prouve par récurrence : S; = 1} =p1.
. . _ Pn Un+1 Pn Pn+1 — (n + 1)pn
Ensuite, si on suppose S, = —, on aura Sy41 = S, + ———— = — =
! PP nl N R ey B PG by
Pn Pnt1 Pn . Pnil

— 4 —— = ———— ce qui prouve I’hérédité. On peut aussi faire un calcul direct
n (n+1)! n! (n+1) P P
de somme télescopique.

5. En divisant par n! les inégalités de la question 2, on a notamment p—' <z < — —|— —. Une
n!
simple application du théoréme des gendarmes nous donne donc hrf p—? =z, et la série
n——+oon!

(Sp) converge vers x.

Probléme 2 (**%*)

1. (a) Je noterai u, le terme général de la série (S,) pour toutes les premiéres questions de ce
n
1 1

3 = onrl’ ce qui correspond au

corrigé. Dans ce premier cas particulier, on a u, = H
k=0
terme général d’une série géométrique convergente. Plus précisément, la somme de (Sy,)

“+o0
1 1 1 1

vaut — E ok §x1—121'
kO 2

1
ant1l’
un entier naturel non nul. On est toujours en présence d’une série géométrique, de somme
1 1 1

1
(b) Si la suite est constante égale & a, on a de méme u,, = avec — < 1 puisque a est
a

gl—é_a—l'

n
1
(c) Dans ce cas, on aura Hpk = H k+2 = (n+2)!, donc u, = ———. On reconnait

P o (n+2)!
le terme général d'une série exponentielle (& un décalage prés), convergeant vers e — 2 (il
manque les deux premiers termes par rapport a la série exponentielle usuelle). On sait
bien que 2 < e < 3, donc e — 2 €]0, 1].

n n
(d) Constatons simplement que u,, = H 2k +2) H 2(k+1) = 2nt! H k+1) = 2" (n+

k=0 k=0
1)!, ce qui correspond a la valeur donnée pour 1’1nverse dans I’énoncé. On reconnait a

nouveau pour (S,,) une série exponentielle, mais avec cette fois-ci une valeur de x égale a

—, et un seul terme manquant par rapport a la série compléte. On en déduit que la série

a pour somme ez —1= Ve — 1. Comme /2 < /e < v/3, la valeur obtenue est bien dans
I'intervalle |0, 1].

1
on+1°
On en déduit que la série (S,,) est toujours & termes positifs et majorée par la série étudiée
dans notre premier exemple, qui converge vers 1. Elle converge donc vers une somme positive
(strictement car le premier terme de la série est strictement positif) et inférieure ou égale a 1.

2. Daus tous les cas, la suite (py,) étant croissante, on aura toujours 2 < p,, donc u, <



3. Une fois fixée la valeur de py, la croissance de la suite (p,) assure que pg < p,, pour tout entier

1 . . . .
n, donc u, < T On reproduit en fait le méme raisonnement que ci-dessus pour constater
Do

1
que, dans ce cas, — < S(p) < 1 (la valeur maximale est obtenue quand la suite est
Po -

constante égale & pg, cas particulier étudié ci-dessus). En particulier, si une deuxiéme suite

1
< — (les nombres py
. . . B 1 qO .
et go étant entiers, on a nécessairement gy < pg— 1). Deux suites n’ayant pas le méme premier

terme ne peuvent donc pas avoir la méme image par S. Il faudrait généraliser ce résultat au cas
ou ce n’est pas le premier terme qui est différent, mais le n-éme, pour une valeur quelconque
de n. C’est en fait le méme principe : soient deux suites (p,,) et (g,) distinctes, il existe donc
(au moins) une valeur de n pour laquelle p, # ¢,. Notons ng cette valeur, et supposons par
exemple p,, > @n,- La suite (p,) étant croissante, p, > pp, pour toutes les valeurs de n

(gn) vérifie o < po, on aura nécessairement S(p) < S(q) puisque

o . N . . A Ung—1
supérieures ou égales a ng. On en déduit (pour les mémes valeurs de n) que u, < ni(;lo T
no
. Ung—1 . . .
puis que Sy, (p) < Spy—1+ ——— (on a isolé les ng premiers termes de la somme pour lesquels
no

la majoration précédente n’est pas valable). Or, les premiers termes de la somme associée a

1
< —. On en déduit
pno—l Ano

= Sny(¢)- En passant a la limite, S(p) < Sp,(¢) < S(¢), ce qui

(gn) sont les mémes que ceux associés a (p,) et par hypothése

Ung—1

que Sp(p) < Sny-1(q) +

no
achéve de prouver 'injectivité de ’application S.

=N

3 t
7’ ’

7 1
p1 = Ent <1 + 2) = 4. On continue : yo = 4y; — 1 = - et po = Ent (14 7) = 8. Allez,

7
4. (a) Calculons donc : yo = —, donc pg = Ent <1 + 3> = 3. Ensuite, y1 = 3yg — 1 =

encore un tour : y3 = 8yz — 1 = 7 Ah, pas la peine d’aller plus loin, ¢a va boucler, on

aura toujours y, = — et p, = 8 pour n > 2. On a donc (en reprenant toujours les mémes

7
1 1 1 1 1 1
notations) uy = 3 Uy = § 1- 1 puis, Vk > 2, u, = - 8’“ 7 (en fait, cette formule
est aussi valable lorsque k& = 1). La série de terme général (u,) converge évidemment, et

1 = 11 1 1 8 28+8

1 3
_1 bt ot 108 2] bl
S(p) + — ngl 3+12x1_% 3+84 s - ncroyable, S(p) =

Ca ne peut pas etre un hasard !

1 1
(b) D’apres la définition de la partie entiére, on a toujours — < p, < 1+ —, donc 1 <

Yn n
PnYn < Yn + 1 et 0 < yp41 < 1. En fait, pour étre tout a fait rigoureux, il faut faire une
récurrence puisqu’on a besoin d’avoir y, = 0 pour que les inégalités ne changent pas de
sens.

(c) La suite (p,) est évidemment une suite d’entiers naturels puisqu’elle est définie comme

1
partie entiére d’un nombre positif. Comme (y,,) est décroissante, (1 + ) est croissante,
Yn

et (pn) également (la partie entiére est une fonction croissante sur R). Enfin, 1 + — > 2
Yo
puisque yo < 1, donc pg > 2.

(d) I suffit de retourner la relation donnant y,4; en fonction de y, pour trouver y, =

1
— + Ynt1, On peut alors obtenir successivement différentes expressions de = : © = yg
Pn Pn
1 1 1
(par définition) puis * = — + &, puis t = — 4+ — + 2 On conjecture que
Po  Po Po  PpoP1 Pop1



T = Z + . Reste a le prouver facilement par récurrence : l'initia-
£~ P0---Pk DO---Pn-1
lisation est vraie, et on passe du rang n au rang n + 1 en remplagant S par
Po-.-Pn-1
1 1
— X < + ynH). Autrement dit, x = S,,—1(p) + — Y i on fait tendre n
bo---Pn-1 Pn Pn Po---Pn
vers +00, le membre de droite converge vers S(p) (le terme supplémentaire est majoré en
1

valeur absolue par 7> qui tend vers 0). On vient de créer, pour tout nombre

<
0 pn o
x €]0, 1] une suite (p,) telle que S(p) = z, ce qui prouve la surjectivité de 'application S.
Puisqu’on a déja prouvé qu’elle était injective, S est donc bijective.
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