Feuille d’exercices n°5 : correction
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12 novembre 2017

Vrai-Faux

1.

A

Vrai, dés qu’une fonction est continue, elle y admet des primitives, et dérivable implique
continue.

Faux, I’équation n’est pas normalisée! Et pour x = 0, ’équation implique y(0) = cos(0) = 1.
Faux, il manque le signe — dans I’exponentielle.
Vrai.

Faux, il manque un x dans la parenthése.

Exercice 1 (* a **)

Pour simplifier la présentation des calculs, on présentera en général les calculs de primitives sous
la forme d’intégrales sans bornes. Les calculs seront faits lignes par ligne :

e Ici, mieux vaut directement donner F(x) =

1
YSEL primitive valable sur chacun des deux

401
: PP . . 1 1
intervalles de définition de f, & savoir | —oc; 3 et 5; +00|.

F(z) = /cos(t) sin(t) dt = 1sin2(:v).

2
1
On fait une intégration par parties en posant u(t) = arctan(t) et v'(¢t) = 1, donc v/ (t) = e
t

et v(t) =t, donne F(x) = /arctan(t) dt =z arctan(a:)—/ e dt = xarctan(z)— 3 In(1+
z?).
F(z) /1dt /2 dt /2et dt. Effectuons le ch t d

x) = [ —= = [ —— = [ ——— dt. Effectuons le changement de va-

ch(t) el +et e?t +1 &

(
riable u = €' (donc ¢t = In(u)), ce qui donne du = e'dt, et transforme notre intégrale en

2

F(z) = / 1 du = 2arctan(e”). Les plus curieux constateront que d’autres change-
U

ments de variables sont possibles, qui donnent de fagon intéressante d’autres expressions

de nos primitives. Par exemple, en posant directement u = sh(t) dans Uintégrale initiale,

du = ch(t)dt, et F(x) = / h(t) dt = /

ch?(t) 1+ u?
alors F(x) = arctan(sh(x)), qui est toujours égal a 2arctan(e®) —
d’évident).

Fz) = / Fsin(t) sin(£) dt — / Esin(t)(1 — cos(t)) dt / Esin(t) dt — / Esin(t) cos2() dt.

Coupons l'intégrale en deux pour alléger un peu la rédaction : Fi(x) = /tsin(t) dt =

du puisque ch?(t) = 1 + sh?(¢). On trouve

~—

(avouez que ¢a n’a rien

ol 3

—x cos(x)+ / cos(t) dt = —x cos(z)+sin(z) par intégration par parties. Passons au deuxiéme



morceau, oll on va aussi pouvoir faire une IPP en posant u(t) = t et v/(t) = — sin(t) cos?(t),
1
soit u/(t) = 1 et v(t) = gcos?’(t) (coup de pot, cette primitive!), ce qui donne Fy(z) =

X

/—t sin(t) cos?(t) = gcosg(x) — /%cosg(t) dt = 3 cos®(x) — %/cos(t)(l —sin’(t)) dt =

1
g cos®(z) — 3 sin(z) + 3%3 sin®(x). Finalement, on trouve brillamment F(z) = g cos3 () —

x cos(x) + g sin(x) + = sin(x). Une autre méthode possible est la linéarisation : sin(3z) =

3

3 1
3sin(z) — 4sin®(z), donc sind(z) = 1 sin(x) — 1 sin(3x), on peut ensuite effectuer une IPP

3 1
sur chaque moiti¢ (en dérivant le = & chaque fois) : F(z) = /Ztsin(t) - Ztsin(3t) dt =

3 3 1 x cos(3x) 1 3 3.
-z e 4 2 t = —Z z
12 cos(z) + 1 /cos(t) dt + i 3 B /cos(3t) d 12 cos(x) + 4sm(:17) +

i cos(3x) — 36 sin(3z) (quitte & se débarasser de toutes les constantes).
On ne se fatigue surtout pas, f est & peu prés de la forme u'y/u, qui a une primitive pro-

portionnelle & ut. Ici, on trouve donc directement F'(z) = 6(1 + 2x2)% (définie sur R tout

comme f).
On a vraiment trés envie d’effectuer le changement de variables u = In(¢), ce qui donne
1 . 1 : .
du = Zdt (¢a tombe bien, 7 se met facilement en facteur dans l'intégrale) pour trouver
1 1
F(z) = / s dt = / —— du = arctan(In(z)), valable sur R** (on pouvait bien
t(1+In*(¢)) I+u

str remarquer directement que la fonction f est la dérivée de la fonction obtenue).
Effectons deux IPP successives en dérivant & chaque fois la fonction hyperbolique et en pri-
mitivant la fonction trigonométrique (on peut bien sir faire le contraire, ¢a marche pareil) :

F(z) = /ch(t) cos(t) dt = ch(zx)sin(z) — /sh(t) sin(t) dt = ch(z)sin(z) + sh(z) cos(x) —
/ch(t) cos(t) dt = ch(z)sin(z) + sh(x)cos(z) — F(z). Du coup, 2F(x) = ch(z)sin(z) +

sh(x) cos(x) et F(z) = %(ch(:z:) sin(z) + sh(x) cos(z)).

1+t -1 1
W dt:/l—m dt:x—arctan(aﬁ).

Ici, on peut au choix utiliser la méme astuce que dans le calcul précédent (ce qui est sous

Une toute petite astuce suffit : F(z) = /

1
Iintégrale s’écrit Vo + 1 — , et tout s’intégre directement), ou bien, pour mieux voir ce
: v NZEST : ) P
t u—1
ui se passe, effectuer le petit changement de variable u = t+1 : / ———dt = / ——du =
e b ¢ Vil Vi
1 2 5 Ju 2 1 2 7
U——=du=-u2 —-— =—-(z—1Dve—1—vVx—1=|-x—=]Vo—1. Cette
/\/_ Vu 3 2 3( ) 2 <3 6>
primitive est valable sur tout 'intervalle | — 1, +o0[.
2t
Encore un bon exemple d’IPP, en posant u(t) = In(1 + t2), soit u/(t) = e et V() =1,
2t

dt = z1n(1 4 2?) —

soit v(t) = t. On trouve F(x) = /ln(l +t2) dt = zIn(1 + 2?) —/ e

2 / 1— e dt = zIn(1 + 2?) — 22 + 2arctan(z) (méme astuce que la neuviéme intégrale

de ce méme exercice pour la fin du calcul).
A part une IPP, on ne voit pas bien quoi faire : posons u(t) = In(t + V2 — 1), soit u/(t) =
t
1+ V-1 _ 1 .
tHVE2 -1 V21

et v/(t) = 1, soit v(t) = t. On trouve alors F(z) = /ln(t +



Vit2—1)dt = zln(x + V22 — 1) —/

tive valable sur [1,+o0.

\/t;j dt = zln(z + V= -V , primi-

Exercice 2 (* & **)

1
e Un simple changement de variables t = = + 1 simplifie énormément le calcul : [ = / (x —
0

2 2 7 6
2)(z +1)° da::/ (t —3)° dt:/ 5 — 3t° dt = [t——t—] 127 63 _ 187
1

) ) 72 72 147
: : ) 3 ; / 3(111(.%’))2
e Une simple enchainement d’IPP suffit, en posant u(z) = (In(z))°, soit v'(z) = ————;
x
3 e 3
et v'(x) = 22, soit v(z) = %, ce qui donne I = / 2% (In(x))3 dz = [%(ln(aj))?’} -
1
e 3 e
/ 2% (In(x))? do = % - / 2%(In(x))? dz. On effectue une deuxiéme IPP en posant u(z) =
1 1
3 3
(ln( )2, soit u’( ) = 2In(z et v(z) = 22, soit v(x) = %, pour trouver I = % -
x
e e 2 [, .
—ln(aj =33 + 3/ ® In(z) dx. Allez, une derniére IPP pour
1
3
finir, en posant u( ) = In(x), soit u( ) = l; et v'(x) = 22, donc v(z) = L On finit par
x

2 2¢3 2231 23 23 -2  4e3+2
btenir I = = | = In(z)| — = _d_____ < _ .
ovremt 3[ } / *T 9[] 9 27 27

e On reconnait ici a trés peu de choses prés une forme — qui s’intégre directement (si vraiment
U

on n’'est pas réveillés, un petit changement de variables ¢ = e?* permet aussi de se tirer

e 1 =2 2
z e
dr = |- In(e* +2 =-(In(4) —In(3)) =In [ == ).
[ g = g 2] T = S0 ) = ()
e On peut s’en sortir rapidement en se souvenant que cos(2z) = 2cos?(z) — 1, donc cos?(z) =
1 1 11 n
5(005(23;) +1), dou I = 5/02” cos(2z) + 1 dx = 3 [5 sin(2z) +:E:| = 7. Allez, une
0

d’affaire) : [ =

2w
technique hyper astucieuse pour ceux qui aiment : on peut constater que I = / sin? () dx

(intégrer le carré du cosinus ou du sinus sur une période donne la méme chose), puis faire la
2 2T
somme des deux pour trouver / cos?(z) +sin?(z) dz = / 1 dx = 27. Chacune des deux
0 0
intégrales vaut donc .

/
A Y U , . .
e On reconnait immeédiatement — (ce n’est pas parce que le = est au dénominateur qu'il faut
u

1 ]¢ 1 1
se laisser avoir), du coup [ = |— = —— + 1= = (au pire, le changement de variable
In(x) 2 2

t = In(u) raméne au méme calcul).

e

L . . . . ! T
e On peut intégrer directement si on est un tout petit peu malin : I = / w dr =
0 T

1 Vor
—arctan(z?)| = -.
2 8
e Parfois, la methode bétement bourrine est efficace, remplacer joyeusement tout par des expo-
2x_2_|_e—2x 2x_|_2_|_e—2x

nentielles fonctionne. Commencons par calculer sh?(x) ch?(z) = 1 X 1 =
4 —4x In(2) 4x —4x In(2)
2 1 1
i, puis intégrons : I = — et 4 —2dxr = — £ ¢ — 2z =
16 16 J, 6|4 4 .



4 4 16x4 4
e Un exemple surprenant de double intégration par parties : on commence par poser u(z) =

1/16 1 1 1 11 W@ 255 In®)
1_6< Ve +__21n(2)>_1_1024_ 8 1024 8

cos(x), donc u/(z) = —sin(z); et v'(x) = v(x) = €*, pour trouver I = [e cos(m)]og +

s
2
/ e”sin(z) dx, et on recommence, toujours avec v'(z) = v(x) = €%, et u(x) = sin(x),
0

donc u/(z) = cos(x). On a cette fois I = —1 + [e” sin(m)]og — /2 e” cos(z) de = —1+e2 — 1.
0

x ez —1
Autrement dit, 2] =e2 — 1, et [ =
e De qui se moque-t-on dans cet exercice 7 On a déja fait la méme en plus facile & la deuxiéme
intégrale! Au moins, ici, deux IPP suffiront, je ne détaille pas autant que la premiére fois,

e

on dérive bien sir toujours les puissances de In pour intégrer les z : I = [% ln(x)z] —
1
¢ e? x? ¢ ¢z ez 2 221¢ 2 -1
1 dr = — — | =1 —dr=——— —| = .
[ ot o= [+ [0 g e [5] -
e On aimerait bien faire une IPP mais une primitive de sin?, ce n’est pas forcément trivial

& trouver. Soit on en trouve une quand méme en pensant qu’il y a un lien entre sin2(x)
et cos( 2:17 (petit truc déja exploité un peu plus haut), soit on utilise une astuce en posant

J = / 22 cos? ) dx, et en calculant la somme et la différence de I et de J. Allez, faisons
comme ¢a : [ +J = /2 2% (sin?(z) + cos?(z)) da = /2 x? dr = [ } = —. La différence
0 0
: 3

demande plus de boulot : I —J = /2 2% (sin®(z) — cos?(z)) dox = / —2? cos(2z) dzx. 1l va

0 0
falloir faire une double IPP, en dérivant & chaque fois les = et en primitivant les fonctions
sin(2x)
2 )

/ ’ xsin(2z) dz. Il va évidemment

trigonométriques : u(z) = 2% donc v/(z) = 2x; v'(x) = cos(2x), donc v(z) = pour

NIE]

72 2
trouver I — J = [—7 sin(2x)} +/ xsin(2z) d
3

0
+/2 cos(2z) dx:z_i_[sin(m:)]z::
o Jo 4

falloir une deuxiéme IPP : [ — J = COS(Qx
2 1 T3
J

1 I— 3
Ne reste plus qu’a écrire que I = + J _r,r
2 T2 T 48T ® .
1
e Il est plus simple pour la rédaction de calculer par IPP J = / T2 dx : on pose
0 x
1 2

u(z) = T2 soit u/(x) = —ﬁ; et v'(z) = 1, donc v(z) = x. On trouve alors

1 1 2 1 2

x 2z 1 142-1 1

J=|—-7 ———dr=-+2 ————dr=-+2J —2I. Aut t dit
[1—|—x2}0+/0 11222 T 2—1— /0 1+ 227 x 2—1— utrement dit,
2
I= §J+Z' Or, on sait calculer directement J = [arctan(x)]} = %, dont on déduit I = = i .

e Dans ce genre de cas, le changement de variable ¢ = 1 — z est le bienvenu (attention au

0 1
changement de signe : dt = —dz) : I = / —(1 —t)’Vt dt = / (1—2t+ )Vt dt =
0

1
45 2" 2 4 2 16
2t2 t2 dt = t_ — —t2 —t2| = = —.
/ Vi~ * [ 5 + 7 L 3 5 + 7 105
e On a sous l'intégrale une forme u/u, qui est a un facteur prés la dérivée de u?, on fait donc
1 c 1
une intégration directe : I = [i(ln(az))z =3

e C’est la méme que la précédente! Ah non, zut, la racine carrée complique tout. Pas tant que



“ 21n(y/7)
Ve
ve Ve
dt = \2/7\/_da: pour trouver I = /1 41n(t) dt = 4[tIn(t) — t]Y° = 4(Veln(vVe) — Ve +1) =
—2

2 ,
e Empressons-nous de poser t = x + 1 pour trouver I = / = / tz — 3t% + 3Vt —
1

1 [2,1 63 3 _28v2-1)  6(4v2 )
%dt—[?t — 2 —2\/%} = = +2(2V2-1)—2v2+2 =

1
16 24 2 6 32-18V2
(F-F+2)va-3+3-25

gaen fait: [ = dz. effectuons un changement de variable en posant t = \/x, donc

Exercice 3 (** & ***)

e Ici, les plus malins feront la décomposition en éléments simples & vue (méme pas besoin

1 1— 1 1 31 1
d’identification) : _rrloe 1 ——, donc [ = / — — —— dz = [In(z) —
z(x+1) zxz+1) 2z z+1 2 x

(e + 12 = In(3) — In(4) — In(2) + In(3) = 21n(3) — 3In(2) = In (g) |

1 b
e La décomposition en éléments simples va donner Tt _art + . En multi-
(2 4+1)(z—2) 2241 z-2

pliant par z —2 en en prenant x = 2, on trouve 5= c. En multipliant tout par = et en prenant

3
la limite en 400, 0 = a + ¢, donc a = —5 Pour achever le calcul, on regarde pour z = 0 :
1
1 -1 1 2 1 1
——=b—= doncb—c :——.Finalement,I:/2§>< Sz dr =
2 2 5 0o b x—2 5x2+1 5(22+1)

[3ln(25—x) B 31n(ai~‘;+ D e 1) arctz;n(a:)]j _ g (m (g) —ln(2)> B 1_301n (Z) B

1 1 3 1 1 3 9 1 1
E arctan <§> = 1—0(2111(3) —21In(2) —In(5)) — E arctan <§> =10 In <2—0> —& arctan <§>
On ne peut pas vraiment simplifier plus, notamment l’arctangente qui ne correspond pas le

moins du monde & un angle remarquable.
e On revient a du plus facile : 2% — 42 + 3 = (z — 1)(z — 3), on peut décomposer sous la

1

forme CESIEEE) = i 1 + 3 En multipliant par £ — 1 puis par x — 3, on trouve
1 1 1 /0 1 1 1

facilement —5= bet 5= =b,donc I = 5/_1 ——3 7_1 dzx = §[ln(3—x)—ln(1—$)]91 =

1 1. (2
300~ 1n(3) = n2) = 31 ().
1

1
e Comme on a déja vu quasiment le méme calcul en cours, je passe les détails : [ = / o 1) 7T
0o (TT3

/%;dt—%/3 1 dt = 1 [arctan<1u>] =
243 3L (H02+1 0 2v3 V3l

2

% (arctan(\/g) — arctan <%>> = %

e Les primitives seront définies sur chacun des intervalles | — 00, 2[ et sur |2, 4o00[, on va dé-
terminer la primitive définie sur le premier intervalle s’annulant en 0. On commence par une

N}
W

3l

IPP en dérivant I’arctangente et en primitivant le facteur 1 : comme z > a pour dé-

EN[eY]

dr =



vee 1 lle de ¢ s arctan [ £t gt 1 L 0
rivee Q9 celle de arctan —_— vau — = — . n
(x —2)2 x—2 (. —2)21+ (21)2 222 — 6z +5

T
trouve alors F'(x) = z arctan < 5
:1:‘ J—

x
t
> + /0 %W 6ir5 dt. Le dénominateur de la nouvelle
L : L : . e t b1 4t-6
intégrale ne s’annule jamais, mais on peut écrire o e dt = —
o 2t2—-6t+5 o 42t2—-6t+5
3 1 3 1

1 r 1 1
it = (2 o455+ e = 1n(22® —6z+5) — 3 In(5) +
0 T

2217~ 6t + 5 4t -92+]
/x+/w S = I (20— 6045)— = In(5)+2 arctan(22—3)—> arctan(—3). Fi
—————— dt = ~In(22°—62+5)——1n — arctan(2z—3)—— arctan(—3). Fina-
0 o (2t—3)2+1 4 4 2 2
z—1\ 1., 3 1 3
lement, F'(z) = x arctan 5 —|—Zln(2aj —63:—1—5)4—5 arctan(2$—3)—zln(5)—|—§ arctan(3).
"B J—
Exercice 4 (*%*)
| 1 b 1
1. Calculons! On trouve facilement ug = / — dt = -, puis u; = / —— dt = [In(l1+1t)]g =
) 2 2 o 1+t
1
1
In(2) ~ 0.69, et méme up = / T e dt = [arctan(t)]} = % ~ 0.79. Beaucoup moins
0

>~ 0.84 (je ne refais pas le

1 ~ In(2) N /3
1+ 3 9
calcul puisque c¢’est un exemple vu en cours!).

1
facilement, on peut calculer ug = /

Pour s’amuser un peu, on peut calculer uy. Commengons par factoriser le dénominateur
t* + 1. les racines de ce polynémes sont les racines quatriémes de —1, qui ont pour mo-

dule 1 (comme —1) et pour argument % modulo g pusique —1 a pour ardument 7. elles

i T j 3T _ ;31 . . ,
sont donc égales a e'1, e *1, e''1 et e "1 . En regroupant les racines conjugués pour re-

trouver des facteurs réels, on obtient t* +1 = (t — ei%)(t — e_i%)(t — eiSTW)(t — e_iSTW) =
3
<t2 — 2cos (%) + 1) <t2 — 2cos <Z7T> + 1> = (t* — V2t + 1)(t* + V2t + 1). On peut donc

) at+b ct+d
décomposer en éléments simple sous la forme = + En

L+t 242t +1  22—V2t+1
regardant en 0, on trouve b + d = 1; en multipliant par ¢ et en regardant la limite en

400, on trouve a + ¢ = 0. Et pour vous faire plaisir, une bidouille immonde pour ob-

tenir plus de renseignements : en remplacant ¢ par —t, on trouve dans 1’équation initiale
1 —at+b —ct+d

= +
L+tt 22— V2t+1 24V2t+1
—a = ¢, et surtout b =d. Onadoncb =d = 5 Une derniére information, par exemple en t = 1

1 a+b  ct+d  (a+bd)(2-V2)+(c+d)(2+V2)

, ce qui nous conduit « par identification » & affirmer que

qa= = + = , donne 1 = 2v/2¢+ 2, soit ¢ =
2 242 2-2 2
1 1 . 1 1 t+2 t—+/2
——— et a = ——=. On en déduit donc que = + =
212 212 e 2\/§<t2+\/§t+1 t2—\/§t+1)

1 2t + /2 2t — /2 V2 B V2
W2\ +V2+1 2 —V2+1 (224 L (-2l

2 2
« facilement » en (In(£2++/2t4+1) —In(t? — /2t +1)+2 arctan(v/2t +1) +2 arctan(y/2t —1)).

), ce qui se primitive

1
42
On en déduit que uy = leﬁ(ln(2+\/§)—ln(2—\/§)—l—2 arctan(14++/2)+2arctan(v/2—1)) ~ 0.87
(on peut simplifier le résultat si on a des connaissances pointues en trigonométrie classique et
hyperbolique, mais on s’en passera!). Bon, on va peut-étre s’arréter 1a?



1

1+tn < 1+ ¢t
et il suffit d’appliquer donné en début d’énoncé pour en déduire que u, < up+1. Autrement

dit, la suite (u,) est croissante (ce qui est cohérent avec les valeurs calculées a la premicre
question).

2. Il suffit en fait de constater que, sur [0, 1], on aura toujours ¢* > t"+1, donc

3. Pour montrer ce genre d’encadrement, on commence par encadrer la fonction & l'intérieur

1 1 1
1 "

de l'intégrale. Commencons par écrire 1 — u,, = / 1 dt — / dt = /
0 0 1 + tn 0 1 + tn

n

t
en regroupant les deux intégrales. Or, V¢t € [0,1], 0 < 1+ ¢" > 1, donc 0 < —— < t".

147
En appliquant le résultat de I’énoncé, on peut mettre des intégrales autour de tout ca :

1 1 n 1
t
/ 0dt < / dt < / t" dt. L’intégrale de gauche est évidemment nulle, celle de droite
0 0 0

1+1tn

vaut —— par intégration directe, d’ou I’encadrement demandé. Comme lim =0,
n+1 n—+oon + 1
une application immédiate du théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lig_l 1—u, =0,
n——+00
donc (uy,) converge vers 1.
=t In(1 + "
4. On effectue une IPP intelligente sur 1 — u,, en posant v'(t) = T donc u(t) = M,
n
tin(1+t")7" [ In(1 47
ce qui laisse u(t) = t et v/(t) = 1. On obtient alors 1—u,, = [M} —/ In(1 +¢%) dt,
n 0 0 n

ce qui donne directement la formule annoncée.

5. Il suffit en fait de connaitre la majoration classique In(1+x) < z, qui est valable sur | —1, +o0].

Si on ne la connait pas, on la redémontre en quelques secondes : en posant f(z) = In(14+x)—z,
1 _
ona f'(z) = 1= , donc la fonction admet un maximum en 0, et comme f(0) = 0,
142 1+ . .
1
elle est toujours négative. On en déduit ici que 0 < / In(1+4¢") dt < / t" = 1
0 0 n

6. Il suffit de multiplier par n ’égalité de la question 4, puis d’appliger I’encadrement de la 5 pour
trouver In(2) — T < n(l —wuy) < 1n(2), ce qui prouve a I'aide d’une nouvelle application
n

du théoréme des gendarmes que lim n(1 — u,) = In(2).
n—-+00

Exercice 5 (***)

11
1422 22 1+#

1
1. Posons donc z(x) = arctan(z) + arctan <—>, et dérivons z : 2/(x)
x

1 1
1422 2241
T o7

arctan(1l) 4+ arctan(l) = 2 x 1= 39

= 0. La fonction z est constante sur ]0,+oc[, de valeur égale a f(1) =

x
2. (a) Je ne ferai méme pas de dessin clair : par définition, / f(t) dt est l'aire comprise entre

0
la courbe de f, I'axe des abscisses et la droite verticale située a l'abscisse x. De méme,

f(z)
/ g(t) dt est laire située entre la courbe de g etc. Mais on sait bien que la courbe de
0

g est symétrique de celle de f par rapport a la droite d’équation y = x. Quitte & inverser
le role des deux axes, on peut donc visualiser la courbe de g dans le méme repére que
celle de f, et la deuxiéme intégrale correspond alors exactement & l’aire comprise entre la
courbe de f, I'axe des ordonnées et la droite horizontale située & ordonnée f(x). Quand
on additionne les deux aires, on obtient exactement 'aire du rectangle constitué par les
deux axes et les deux droites (I'une verticale, 'autre horizontale) précédemment décrites.



Ce rectangle est de largeur = et de hauteur f(z), il a donc pour aire x f(x), ce qui prouve

notre formule.
x f=@)
(b) Par définition, / f(t) dt +/ g(t) dt = F(x)+ G(f(x)) (on prend les primitives
0 0
s’annulant en 0 pour simplifier le calcul).

(c) Pour faire réapparaitre les fonctions f et g, dérivons donc H(z) = F(x) + G(f(z)),
on obtient H'(z) = f(x) + f'(z)g(f(z)) = f(x) + xf'(x) puisque, par définition de
la réciproque, g(f(z)) = x. Or, la formule obtenue pour H'(z) est la méme que celle
de la dérivée de xf(z). On en déduit que H(x) = zf(z) + k. Reste a constater que
H(0) = F(0) + G(f(0)) = F(0) + G(0) = 0 (puisque les primitives s’annulent en 0) pour
conclure que H(z) = zf(x).

3.(a) On peut effectuer la division euclidienne, ou procéder par identification : (22 + V2 +
1)(az? +bx+c) = ax* + (V2a+b)x3 4 (a + bv/2 +c)2? + (b+ c¢v/2)x + c. Par identification,
on doit donc avoir a = 1; V2a +b = 0, soit b = —v2; a + b2+ ¢ = 0, soit ¢ =
—142=1;b+cV2 =0 ce qui est vrai; et ¢ = 1 ce qui est vrai aussi. Finalement,
2 +1= (22 +V22+1)(z* — V22 +1).

(b) Comme il n’y a pas de racines pour le dénominateur, le plus rapide est sirement de

faire une identification, ou d’étre astucieux! Constatons par exemple que

1 :E2—|—\/§:E—|—1—3:2+\/§3:—1_2\/§

22+V2x+1 1 ot 4
9

x ) x x
—— pour obtenir =

22 2l 222 — V22 +1) 2\/51(3:24—\/53:—!—1)

avec les notations de 1’énoncé, b =d =0, et c = —a = ——.
2V/2
1t 22 -2 2 [t 1
:E2—\/§1:L"—|—1 2Jo 22 —V2x+1 210 x2 —2r +1
1 2 1 In(2 — /2 1
—[ln(:pz—\/ix+1)](1)—|—£/ ——dx = u4—\/5/ der =
2 200 @)} 2 0 (V2 =) +1

1
x2—\/§a:+1_

:El. 11 suffit de tout multiplier par

. Autrement dit,

1
(c¢) Calculons donc /
0

In(2 — v2) 1 L m(2-v2) T
_ 2| — 2 — 1) = ———= 2—1)+ —.
5 +2 [\/5 arctan(v/2x )} ) 5 + arctan(v2 — 1) + 1
1
x
On fait le méme calcul (ou presque) pour la deuxiéme moitié : / ——— dx =
( plq)p Ny,
1 2 1 In(2 2
E[ln(:n2 +V2z 4+ 1)]§ - % PRV, eu— dxr = n(+\/_) — Jarctan(v/2z + 1)]§ =
0 (ZE + 7)2 + 3
In(2 2
n(+\/7) — arctan(1 + V/2) + %
On regroupe maintenant les deux résultats pour obtenir
1 In(2 — /2 In(2 2
= N5 ( a( 5 v2) + arctan(v/2 — 1) + % - r1(+\/_) + arctan(v/2 — 1) — %) Or,

b
V2-1

arctan(1++/2) = g Par ailleurs, In(2++/2)—In(2—+/2) = In (%) =In <6+T4\/§> =

-1 2v2
In(3 4+ 2v/2). En regroupant tout, on obtient finalement (ouf!) : J = T nf/—_; \/_)

4. La fonction tangente étant continue strictement croissante et positive sur I'intervalle considéré,
f aussi, et elle est donc bijective vers [0,1] (puisque f(0) = 0 et f(1) =1 =1). Siy =
tan(zr), alors z = arctan(y?), donc g(z) = arctan(z?) (méme pas de piége!).

= v/2 + 1 (en multipliant par la quantité conjuguée), donc arctan(yv/2 — 1) +




1
5. On souhaite donc calculer / arctan(z?) dz. Procédons par IPP en posant u(x) = arctan(z?),
0

2 1
donc u/(z) = %, et v/(z) = 1 qui donne v(z) = z. On obtient alors g(z) doe =
v 0
1,2
-1 2v2 21 2v2 1—-+v2
o 1+ 4 2v/2 4

a utilisé le résultat du calcul de J).

0
Il ne reste plus, en appliquant la question 2 avec x = =7 qu’a constater que / f@t) dt +

1 T 1 T —1
/0g_t)dtzzf<Z)ZZ’donCI:Z_/og(t)dt:2j_ n;?:/—_i_%/_)

Exercice 6 (* a **)

1. On résout I'équation sur R. L’équation homogéne associée 3’ — 2y = 0 a pour solutions les
fonctions de la forme yj(r) = Ke?*, avec K € R.

On peut chercher une solution particuliére a 'équation sous la forme y,(z) = K(z)e?*. On a
alors y/(r) = (K'(z) + 2K (z))e?*, donc y, est solution si K'(x) = (sinhx — 2x coshz)e 2 =

e T — e—3x T e—t _ e—3t
— = re™® — xe 3% soit par exemple K(z) = / f —te Tt —te 3 dt =
0
1, 11 4 1 " - e 3" 1,1 _
—5e T H5tge 3x—6+[te t]g‘—/o tdt+ [t—} / —dt —5e " Hge” 3 4 pe " 4
—z —3x e—3:v 1 —x - 3 —3:1,‘
e +§e +T+A: az+§ e "+ §+ﬁ + A, ou A est une constante qu’on

peut ignorer (on a effectué des intégrations par partie pour les produits de ¢ par des exponen-
1 r D

tielles). Les solutions complétes sont donc les fonctions y(x) = (m + 5) e’ + <§ + 1_8> e T+

Ke?,

Autre possibilité pour trouver une solution particuliére, écrire le second membre sous la forme
X —T
e [e—

1 1
5 —z(e®+e ") = (5 — :17> er — <§ + x) e~ et utiliser le principe de superposition.

On cherche d’abord une solution a I'équation y' — 2y = | = — x| €” sous la forme y;(z) =

2

(ax + b)e*. On a alors y}(z) = (az + a + b)e®, donc y; est solution si (—azx + a — b)e® =

1
<——x>em,soita:1etb:

N =

1
5 . On obtient donc y;(z) = | = + 5) e”. De méme, on cherche

—T

1
une solution a I'équation y' — 2y = <:17 + §> e~ sous la forme yo(x) = (cx + d)e™™. On a

1
alors yh(z) = (—cx —d+ c)e™", et y2 est solution si (—3cz + ¢ — 3d)e™" = <:17 + 5) e~ 7, soit

1 1 1 1
c=-3 et d = 3 <—§ — 5) = _15_8 On obtient donc yo(z) = —% — 1i8 ce dont on déduit

la méme solution particuliére que ci-dessus (et bien sir les mémes solutions générales).

2. Comme il faut diviser par ¢ pour mettre I’équation sous forme usuelle, la résolution s’effectuera

. cost
sur les intervalles R™ et R™*. On a alors ¢/ + % = ——. L’équation homogeéne associée est

nf _

K
Yy + % = 0, dont les solutions sont les fonctions ¢ — Ke e K € R (on peut enlever la

valeur absolue quitte a changer le signe de la constante sur R™*).

K(t K'(t
On cherche ensuite une solution particuliére de la forme y,(t) = %, d’ou on tire % =



cost sint
— Une solution particuliére est donc la fonction — et les solutions générales de I'équa-

sint + K
tion sont de la forme y(t) = 7+ Pour tenter de recoller les solutions sur R, il faut

t
sin(?
savoir que }/in(l) % =1 (c’est par exemple une conséquence du fait qu’il s’agit du taux d’ac-
—
croissement de la fonction sinus en 0, qui tend donc vers (sin)’(0) = cos(0) = 1). Il faut alors
avoir K = 0 pour obtenir une fonction prolongeable en 0 en posant f(0) = 1. En admettant

sin(t)
t

est dérivable en 0, on obtient donc une unique solution définie sur

que la fonction t —
R.

Quelques courbes de solutions : en rouge pour K = 0 (donc la solution définie sur R, en bleu
K =1, en vert K = 2, en rose K = 5 et en orange K = —2 (les valeurs négatives de K
donnent des courbes symétriques par rapport & ’axe des ordonnées de celles obtenues pour
les valeurs positives) :

3. On résout I'équation sur R. L’équation homogene associée y' + y = 0 a pour solutions les

fonctions vy : t — Ke™t, on recherche donc yp sous la forme K (t)e™!, ce qui nous donne
¢ /

1 e U

K'(t)e7t = —— soit K'(t) = ——. Le membre de droite étant de la forme —, on peut
1+et 1+et u

prendre comme primitive K (t) = In(1 + €'). Les solutions de I’équation compléte sont donc

de la forme y : t — (In(1+¢€') + K)e™!, K € R.

4. Pour les solutions de ’équation homogéne, cf I’équation précédente. Plutdot que d’utiliser la
méthode de variation de la constante (qui améne un calcul de primitive par intégration par
parties peu agréable), nous allons directement chercher une solution de la forme y,(z) =
(az? 4 bz + ¢)e**. On a donc y,(z) = (2ax? 4 (2a + 2b)x + b+ 2¢)e*”, et y, est solution, en
factorisant par e2*, si et seulement si 3ax? + (2a + 3b)z + b+ 3¢ = 2% — 22 + 2, soit a = 3 ;

8 26
2a 4+ 3b = —2, donc b = ——; et enfin b+ 3¢ = 2, donc ¢ = 77 Les solutions de 1’équation
1 8 26
compléte sont donc les fonctions y : x — Ke ™ + <§x2 — §x + 2—7> e,

5. Comme il faut diviser par zInz, on va résoudre sur les intervalles |0; 1] et |1; +o00[ (I'équation

10



ne peut pas avoir de sens ailleurs que sur R™ & cause du In). On obtient donc y’ + -

zlnzx
3zInz. Les solutions de I’équation homogene sont de la forme z — Ke™ 17l = KIn (A un

changement de constante prés, cette formule est valable sur les deux intervalles de résolution).
On cherche une solution particuliére de la forme y,(x) = K (z) Inz, donc y,(x) = K'(z) In(z)+

K(x
L. En reprenant I'équation, y, est solution si K'(z)Inz = 3zlnz, on peut donc prendre
T

3 3
K(z) = 53:2 et les solutions générales sont les fonctions y : x — <—x2 + K> Inz. Toutes les
solutions se prolongent en 1 en posant y(1) = 0. De plus, les solutions sont dérivables sur
3 K 3
R, de dérivée v (z) = 3z In(z) + 2%+ — qui prend donc la valeur — + K en 1. On obtient
x

ainsi un recollement uniquement si la constante sur ]0; 1] est la méme que sur ]1; +o0].

Des allures de courbes avec les mémes conventions pour les couleurs que dans la deuxiéme
équation ci-dessus :

6. Du classique, les solutions de '’équation homogéne sont les fonctions yp : z — Ke™2*. On
cherche directement une solution particuli¢re de la forme y,(x) = az? 4 bz + c. On aura donc

Yp(x) = 2ax + b, et y, sera solution si 2ax + b + 2ax” + 2bx + 2¢ = z*, ce qui impose a = 37
1 1 1 1 1
2a +2b =0 donc b = —3 et b+ 2c =0 donc ¢ = T On obtient y,(z) = 5:172— §x—|—z, et
1 1 1
les solutions de I’équation compléte sont les fonctions y : x — §x2 — §x + 1 + Ke 2%,

23
7. On résout sur R. L’équation homogéne a pour solutions les fonctions yp :  — Ke™ 3. On ne

cherche pas de solution particuliére puisqu’il y en a une qui nous saute aux yeux : la fonction
3

constante égale & —1. Les solutions générales sont donc les fonctions y :  — K e~3 —1.Sion
veut de plus y(0) = 0, il faut avoir K — 1 = 0, donc K = 1. La solution unique au probléme

de Cauchy posé est donc la fonction f:z e~ 3 — 1.

8. On ne peut résoudre que sur U'intervalle |—1; 1[. L’équation homogene ' — sy = 0 a pour

1
. v1i—=z
solutions les fonctions yp, : x — Ke™ &% Encore une fois, la fonction constante égale & —1

est une solution particuliére donc les solutions générales sont de la forme z +— Ke™ 27®M% — 1,

11



9.

10.

11.

On résout sur les intervalles RT™ et R™*. L’équation homogéne associée y' + Yo 0 a pour

2t
K K(t
solutions les fonctions yp, : t — K e~nl3 — ﬁ On cherche y, sous la forme \/%, soit
K’ K(t K'(t gt 1
y,(t) = (z) _ K , et on obtient ®) = , donc K'(t) = —\t\”_%. Finalement,
T 2/l Ji T 2
t
Yp(t) convient (sur chacun des deux intervalles), et les solutions générales de 1'équa-

T on+1

n

tion sont les fonctions y : t — . Si on souhaite recoller les morceaux en 0, seule

- + -

o2n+1 7]
n

est la seule solution définie sur R.

la valeur K = 0 est possible, et la fonction t +—
2n +

L’équation homogéne a pour solutions les fonctions x — Ke™*. On va ici utiliser le principe
de superposition et commencer par chercher une solution a I’équation 3’ + y = sin(x) sous
la forme yi(z) = asin(z) + beos(z). On a yj(z) = acos(x) — bsin(z), donc y; est solution
si (a + b)cos(x) + (a — b)sin(zx) = sin(x). Il suffit donc d’avoir a +b = 0 et a — b = 1,

soit a = 3 et b = —3 donc yi(x) = §(sin(az) — cos(z)). De méme, on cherche a trouver

une solution de I’équation y' + y = sin(2z) sous la forme yo(z) = asin(2x) + bceos(2z), ce
qui donne y)(x) = 2acos(2z) — 2bsin(2z). On obtient comme tout a I'’heure un systéme, en

1
I'occurence a — 2b = 1 et b+ 2a = 0. Comme b = —2a, 5a = 1 donc a = R puis b = —

1 2
et yo(z) = R sin(2x) — — cos(2z). Finalement, les solutions de ’équation compléte sont les
1 2
fonctions y : x +— 3 sin(x) — 5 cos(z)+ R sin(2x) — = cos(2x) + Ke™*. Allez, ¢a fait un moment

que je n’ai pas fait joujou avec des tracés de courbes colorées :

L’équation homogéne associée a des solutions de la forme Ke3*. On utilise ensuite le principe
de superposition en cherchant d’abord une solution a I'équation 3y’ — 3y = 22e® sous la forme
y1(x) = (az? + bz + c)e®. On a alors ¥ (z) = (2ax + b+ az? + bz + ¢)e®, donc y; est solution

si ((a—3a)x?+ (2a+b—3b)x + (b+c—3c))e” = x2e*. Les conditions imposées sont —2a = 1,

1
donc a = —5; 2a — 2b = 0, donc b = —5; et b—2c =0, donc b = T ce qui donne

12



12.

1, 1 1

y1(z) = (——aj — —x — = ) €*. De méme, on cherche une solution a I'équation ¢’ — 3y = ze3®

2 2 4
sous la forme yo(z) = (az? + bz + ¢)e3* (il faut prendre un polynéme du second degré car on
est dans le cas particulier ot 'exponentielle est la méme que celle de I’équation homogene).
On a donc y4(z) = (2ax + b + 3az?® + 3bx + 3c)e3®, donc ys est solution si ((3a — 3a)z? +
(2a + 3b — 3b)z + b+ 3¢ — 3c)e3® = we3®. Les seules conditions sont donc 2a = 1 et b = 0. On
2e3x

1
peut choisir yo(x) = —x , et on en déduit que les solutions de ’équation compléte sont les

1 1 1 1 1
fonctions x +— <——a:2 ——x— —) e’ + <—x2 + K> 3. Comme y(0) = —= + K, la solution

2 2 4 2 4
5 1 1 1 1 5
recherchée est celle obtenue pour K = —, soit y(z) = | —=2? — 2 — = ) e+ =22 + = | &37.
4 2 2 4 2 4
La fonction ch ne s’annulant jamais, cette derniére équation peut se résoudre sur R. Il faut
et _ 7% u
trouver une primitive de la fonction z pramp—— Ce quotient est de la forme —, il a donc
et +e U

pour primitive In(e® + ™), ou encore (elles ne différent que d’une constante) In(ch(x)).
Les solutions de I’équation homogéne sont donc les fonctions yp : © — K ch(z). On va
chercher une solution particuliére & 'équation compléte de la forme y,(x) = K(z)ch(x),
ce qui implique y,(z) = K'(z)ch(x) + K (x)sh(z). La fonction est solution de I'équation si

, CoshP(x) ., sh(z)  (ch®(z) —1)sh(z) 1
K'(z)ch(z) = R soit K'(z) = ) 2 (o) = sh(z) — ()
sh(z)
ch(z)
de I’équation compléte sont donc les fonctions y : 2 — ch?(x) —sh(z) + K ch(z). Une derniére
série de courbes pour terminer en beauté ’exercice, de haut en bas les courbes correspondant

AK=2K=1,K=0K=-1,K=-2 K=-3¢tK=-5:

. On en

déduit qu’on peut prendre K(z) = ch(z) — , soit y,(x) = ch?(x) — sh(z). Les solutions

13



Exercice 7 (*)

Sur les intervalles précisés, aucun probléme : I’équation homogeéne 3y’ + Y _ 0 a pour solutions
x

K
les fonctions yp, : x — el = — (quitte & changer le signe de K sur R™*), et on cherche y,
x

K K'(z) - K K’ 1
i’x) : (x?%Q (x)v d’out la condition i (1’) = Soit

x? z2’
. . K + In x| ,
K (z) = In|z|, donc les solutions générales sont de la forme y(z) = —————. Ces fonctions ne sont

sous la forme . On obtient y,(z) =

jamais prolongeables par continuité en 0, il n’y a donc pas de solution définie sur R. Une allure de
quelques courbes intégrales de cette équation (comme dans le premier exercice, rouge pour K = 0,
bleu pour 1, vert pour 2, rose pour 5 et orange pour —2) :

|

Exercice 8 (**)

Toutes les solutions sont des fonctions dérivables sur R, puisque le membre de droite de ’équation

xT
est dérivable. On peut par ailleurs écrire I'équation f(z) = sin(x)+2e” / et f(t) dt, et dériver pour
0

€T
obtenir f'(z) = cos(x) 4+ 2e* x e f(z) + 2¢* | e 'f(t) dt. En reprenantr 1’équation initiale, on

a donc f'(z) = cos(z) + 2f(z) + (f(x) — sin(a?)), soit f'(z) — 3f(x) = cos(x) — sin(x). On est
retombé sur une équation linéaire du premier ordre qu’on sait résoudre. L’équation homogéne a
pour solutions yp, :  — Ke3*, et on peut chercher une solution particuliére de la forme yp(z) =
asin(z) + bcos(x), ce qui donne yi(z) = acos(z) — bsin(z). La fonction y, est donc solution si
(a —3b) cos(x) — (b+ 3a)sin(x) = cos(z) — sin(z), ce qui fonctionne si a —3b =1 et b+ 3a = 1, soit

b= —x et a = —. On peut donc prendre y,(x) = — cos(z)— R sin(z), ce qui donne comme solutions de

5 5
I’équation compléte les fonctions f(z) = = cos(x) — = sin(x) + Ke®®. Le travail n’est pas fini car on a

obtenu simplement les fonctions f dont la dérivée vérifie une condition nécessaire pour étre solutions
du probléme initial. Il faut donc vérifier par exemple que f(0) prend la valeur donnée par I’équation

x
initiale pour que nos solutions soient valables. Ici, on doit avoir f(0) = sin(0) + [ e* 'f(t) dt =0,

2 2 2 2
donc K 4 — = 0. Cela impose la valeur K = ——, soit f(x) = — cos(z) — — sin(z) — 563””. On vérifie

si on le souhaite que cette fonction est effectivement solution, et c¢’est donc la seule.
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Exercice 9 (**)

Posons donc z = ,/y (ce qui est possible car y doit étre & valeurs positives pour pouvoir satisfaire
’équation), on a alors y = 22, donc y' = 222/, dont 2(1 + )2z’ = 4tz + 4tz. On doit donc
avoir, pour les points ol z ne s’annule pas, 2(1 + t2)2' — 4tz = 4t. Il y a une solution particuliére

évidente & cette équation qui est la fonction constante égale & —1, et ’équation homogéne associée
2t

142
obtient z(t) = K (1+t?)—1, ce qui implique logiquement y(t) = (K (1+t2)—1)2. Mais attention, avec
le changement de fonction effectué au départ, non seulement il ne faut pas que z s’annule, mais pas
- K

(si K =0, z est
toujours négative, il n’y a pas de solution correspondante pour y). Si K ¢]0, 1], pas de probléme, z
et y ne s’annulent jamais et on obtient donc des solutions définies sur R. Il existe d’ailleurs une autre
solution définie partout, la solution nulle. Regardons maintenant les cas ol les fonctions n’annulent.
Commencons par le cas particulier K = 1, ot 2(t) = t2, et donc y(t) = t*. Cette fonction s’annule
une seule fois, pour t = 0, et elle est solution de I’équation sur R tout entier (on le vérifie facilement,

1

11— K
la dérivée en 0 étant nulle). Si 0 < K < 1, z s’annule pour x = + 7 et I’équation initiale

devient pour les valeurs ot y s’annule (1 + t?)y’ = 0, donc la dérivée de y doit s’annuler & ces
endroits pour que la fonction y reste solution. Or, y/(t) = 2z(t)z/(t) s’annule toujours aux endroits

1-K v1—-K

ou y s’annule. Les solutions sont donc en fait valables sur | —oo, —y/ ———| et sur [ I

K
On peut méme prolonger ces deux morceaux en une fonction dérivable et solution de I’équation sur R

! z = 0 a pour solutions les fonctions de la forme ¢ s KeM(+%) = K (1 + t?), donc on

non plus que z prenne des valeurs négatives. On constate que z(t) = 0 si t2 =

,—I—oo[.

. . : 1-K [1-K| |
tout entier, en les prolongeant par la fonction nulle sur I'intervalle | — 7 % (a chaque
fois, la dérivée de y s’annule aux points de recollement, il n’y a donc pas de probléme). En fait, on

1-K
peut méme faire des choses encore plus bizarres : y(t) = (K (1 + t2) — 1)? sur | —o0; — —],

K
puis y(t) = 0 sur [—\/1 ;(K; \/1 EL] , et enfin y(t) = (L(1 +#%) — 1)? sur [\/%;

1—-K
vérifier assez facilement que les valeurs % sont toujours différentes quand K varie entre 0 et

1, on a donc obtenu toutes les solutions possibles.

. On peut

Regardons tout cela sur un petit graphique. En noir la solution nulle, en bleu K = 1 (celle qui
s’annule uniquement en 0), en vert K = 2, en rose K = —1, en gris K = 3 (solutions ne s’annulant

pas) ; en orange K = 2 en marron K = 1 et en violet K = 7 On peut ainsi, comme décrit plus haut,

construire une solution sur R en prenant le morceau de gauche de la courbe marron (jusqu’a la valeur
d’annulation négative), en mettant un morceau de solution noire (donc égale a 0) jusqu’a atteindre la
deuxiéme valeur d’annulation de la solution orange, et on finit avec le morceau de droite de la courbe
orange. En jetant un oeil aux solutions qui ne s’annulent pas, on voit qu’il y a d’autres recollements
possibles en 0. En effet, toutes les solutions ont une dérivée nulle en 0, et celles correspondant & des
fonctions z prenant des valeurs opposées auront la méme valeur en 0 (& cause du passage au carré).
Pour chaque valeur de K supérieure a 1 correspondra une valeu de K négative pour lesquelles on
pourra recoller en 0. Ainsi, par exemple, la fonction correspondant & K = —1 (courbe rose) sur R~
et K = 3 (courbe grise) sur R™ est une solution définie sur R de 1'équation.
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Exercice 10 (**)

4 . . . 32/ 3 1
——, ce qui nous donne I’équation ——+—+— =
22 22z 22

0, soit en mettant tout au méme dénominateur et en simplifiant par z : 32’ — 3z = 1. Les solutions

1 1
Posons donc z = —, onaalorsy = —, donc ¢y’ =
Y z

1
de I’équation homogéne sont de la forme Ke!, et la fonction constante égale a —3 est solution
1
particuliére évidente, donc z(t) = Ke! — =. Ces fonctions ne s’annulent pas lorsque K < 0 (elles
sont alors toujours négatives), ce qui donnent des solutions définies sur R pour I’équation initiale
de la forme y(t) = ———, ot K € R™. On pourrait s’intéresser au recollement des solutions qui

Ket — L’
3
s’annulent avec la solution nulle, mais comme ce n’est pas demandé, pourquoi se fatiguer ?

Exercice 11 (**)

" 12

/ J—
En posant u = y—, on au = w, donc I'équation devient y?(u'sin?(z) + 1) = 0. La
Y
fonction y n’ayant pas trop le droit de s’annuler pour que notre changement de variable soit valable,
1 cos?(x 1
onav(r) =—-———5— = —#, donc u(x) = + K (vous pouvez ajouer cette primite a
sin® tan®(z) tan x

votre tableau de primitives usuelles si vous le souhaitez). Revenons a notre changement de variable :

y —uy = 0, donc 3y — <COS($)

sin(z) + K > y = 0. L’équation est homogéne, il suffit de trouver une

cos(z)

primitive de la fonction = +— + K, on peut prendre In |sin(z)| + Kz, et obtenir ainsi pour

sin(x)
solutions de I’équation initiale les fonctions y(x) = L|sin(z)|e ®*. Les plus courageux pourront se
demander s’il y a des recollements possibles entre différentes valeurs des constantes K et L.
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Exercice 12 (*)

On devrait reconnaitre que la fonction y est la fonction tangente. Par la méthode d’Euler avec pas

1 1 1 1 1
pona y'(0) = 1, donc la tangente en 0 a pour équation y = z, donc y (Z) ~ 7 puis 3’ (Z) ~ 1—2

etc. En fait, en notant up = f <ﬁ>’ en prenant comme pas %, on a U4y = %(ui + 1) + ug (clest
17
16’
puis u1g =~ 1.396. Sachant que tan 1 ~ 1.557, les

1
une conséquence de la forme de 1'équation différentielle). Pour n = 4, on a donc u; = T Uy =
1 201

10" 2~ 1000
approximations ne sont pas vraiment extrémement satisfaisantes.

ug ~ 1.255. Pour n = 10, on a u; =

Exercice 13 (* a **%*)

1. L’équation caractéristique r? + 4 = 0 ayant pour solution 2i et —2i, les solutions de 1’équa-
tion homogeéne sont les fonctions y;, : © +— Acos(2t) + Bsin(2t). On cherche une solution
particuliére y, de la forme y,(z) = ax® + bx + ¢, on a donc yg = 2a, et y, est solution si

1 1
dax® + 4bx + 4c + 2a = 2®> — 2 + 1, soit a = Z;4b:—1 doncb:—z;et dc+ 2a =1

1
donc ¢ = 3 On obtient finalement comme solutions de 1’équation compléte les fonctions

y(x) = Acos(2x) + Bsin(2z) + ix2 - ix + %

2. L’équation caractéristique 2 +r = 0 a pour solution 0 et 1, les solutions homogénes sont
donc de la forme y(z) = A + Be ™™ (c’est une fausse équation du second ordre, on a en
fait une équation du premier ordre en %), il faut chercher une solution particuliere de la
forme y,(z) = (az? + bz + c¢)e*, donc y),(z) = (az® 4 (2a + b)z + (b + ¢))e”, et y)(x) =
(ax?® + (4a + b)x + (2a + 2b + ¢))e®. Cette fonction est solution si, aprés simplification par
e, 2ax? + (6a + 2b)x + 2a + 3b + 2¢ = 422, ce qui nous donne a = 2; 6a + 2b = 0 donc
b= —6;et 204+ 3b+ 2c = 0 donc ¢ = 7. On a donc des solutions générales de la forme
y(z) = A+ Be™ + (222 — 62 + T)e®. Si on impose de plus y(0) = A+ B+ 7 = e et
y'(0) = —B+1=0, on obtient B=1et A=e— 8§, et la solution est bien unique.

3. L’équation homogéne a pour équation caractéristique r2 +r +2 = 0, dont le discriminant est

1 T 1 W7

A =1—8= -7, et les solutions r; = —= + ——, et r; = —= — ——. Les solutions sont donc

de la forme yp(z) = (A cos (@) + Bsin @ e~ 2. Pour la solution particuliére,

on va chercher sous la forme y,(x) = (ax + b)e”, donc y,(x) = (ax +a + b)e” et y;(z) =

5
(ax+2a+b)e”, qui est solution si dax+3a+4b = 8x+1, soit a = 2 et b = ——. Les solutions de

I’équation compléte sont donc les fonctions y : = — (A coS (@) + Bsin <@)) e %+

)

4. Ici, 'équation caractéristique r?> — 1 = 0 a pour solution —1 et 1, donc les solutions de

I’équation homogéne sont les fonctions yp, : © — Ae® + Be ™. Pour la solution particuliére,
el‘ —T

utilisons le principe de superposition : comme sh(z) = TR on va chercher une solution
e’ e’
particuliére avec second membre 5 puis —. Dans les deux cas, I’exposant de I’exponentielle

est racine de I’équation caractéristique, il faut donc prendre un polynome de degré 1 en
facteur. Posons donc yi(z) = (az + b)e*, on a y{(x) = (ax + 2a + b)e”, et y; est solution
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e’ 1 1
pour —- sia = 1 (et on prend par exemple b = 0) donc y;(z) = erm. De meéme, on
1
obtient yo(x) = —Z:Ee_x, donc en faisant la différence des deux, une solution particuliére de

1
I’équation compléte est y, : x — 53: ch(z). Finalement, nos solutions de I’équation compléte

1
sont les fonctions y(x) = Ae® + Be™ + 2% ch(z).

. L’équation caractéristique a pour racines évidentes r; = 1 et ro = 2, donc les solutions de
équation homogene sont de la forme Ae! + Be?. 1l faut chercher y, de la forme (at® +
bt? + ct + d)e' (un peu de courage!), donc y,(t) = (at® + (3a + b)t* + (2b + c)t + ¢ + d)e!
et yy(t) = at® + (6a + b)t* + (6a + 4b + ¢)t 4 2b 4 2c 4 d)e’. Cette fonction est solution si
(a—3a+2a)t>+ (6a+b—9a—3b+2b)t% 4 (6a+4b+c—6b—3c+2¢)t +2b+2c+d—3c—3d+2d =
—3t2+10t — 7, soit —3at®+ (6a—2b)t+2b—c = —3t2+10t — 7. On obtient a = 1; 6a—2b = 10
donc b = —2; et 2b — ¢ = —7 donc ¢ = 3. Les solutions de I’équation compléte sont de la
forme y(t) = (3 — 2t% + 3t + A)e’ + Be?.

. L’équation caractéristique 72 — 2r + 5 a pour discriminant A = 4 — 20 = (4i)? et pour
racines 11 = 1 4 2¢ et 79 = 1 — 2¢, donc les solutions de 1’équation homogéne sont de la
forme t — (Acos(2t) + Bsin(2t))e!. Pour la solution particuliére, on va en chercher une de
Péquation y” — 2y’ 4 5y = dete?t = 4e0+2)t sous 1a forme y,(t) = (at +b)e 29t On a donc
yh(t) = ((a + 2ia)t + b+ 2ib + a)e 2D et y/(t) = ((a + 4ia — 4a)t + b+ 2ib + a + 2ib —
4b + 2ia + a + 2ia)e?)t. On a une solution si (a + 4ia — 4a — 2a — 4ia + 5a)t — 3b + 4ib +
2a + 4ia — 2b — 4ib — 2a + 5b = 4, soit a = —i (quelle simplification spectaculaire!), donc une
solution particuliére est la fonction y,(t) = —ite0+?) = —je (cos(2t) +sin(2t)). Pour obtenir
une solution particuliére de notre équation initiale, il suffit de prendre la partie imaginaire
de la précédente : y,(t) = —tcos(2t)e’. On obtient finalement pour solutions de 1'équation
compléte y(t) = ((A—t) cos(2t)+Bsin(2t))el. Je ne donne qu'un exemple de courbes intégrales
pour cette derniére équation, avec deux constantes qui peuvent varier indépendemment, c’est
beaucoup moins intéressant que dans le cas des équations du premier ordre, mais ¢a donne
une vague idée des allures possibles :
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Exercice 14 (**)

On pose donc y(x) = 2(In(z)) (puisqu’on cherche des solutions sur R**, c’est toujours possible),

1 1 1
douy/(z) = Ez/(ln(x)) ety (z) = —Pz’(ln(az))—kpz”(ln(az)). L’équation devient alors —z'(In(x))+

1
Z'(In(z)) + 32'(In(z)) + z(In(x)) = =, soit en posant t = In(z), 2" + 22’ + z = e~ . L'équation
T

caractéristique associée r? + 2r + 1 = 0 a pour racine double —1, donc les solutions de 1’équation
homogéne sont de la forme 2 (t) = (A + Bt)e™*, et une solution particuliére sera de la forme Ke=%,

avec 4K —4K + K =1, donc K = 1 convient, soit z,(t) = e~2t. On a donc comme solutions générales

A+ Bz 1

= .
x

En imposant y(1) = ¢/(1) =0,ona A+1=—-A4+ B—2=0,doa A= —1et B=1. La seule

czlhnhxr—z+1

—_—

les fonctions z(t) = (A+Bt)e ' +e~2 d’oi1 on tire en remplagant ¢ par In(x), y(x)

fonction solution de ce probléme est donc la fonction x —
x

Exercice 15 (**)

Faisons donc ce que ’énoncé nous conseille, en posant y(t) = z(t)e_t2 (on peut toujours puisque
e~ ne s’annule jamais), on a alors y/(t) = (2/(t) — 2tz(t))e ", puis y/(t) = (2(t) — 22(t) —
22 (t))e " — 2t(2' (t) — 2t2(t))e " = (2 (t) — 4t2 (t) + (442 — 2)z(t))e~t". L'équation initiale devient
alors, en supprimant le e~ en facteur de tous les termes (et qui ne s’annule jamais), 2’ — 4t2" +
(482 — 2)z + 4tz — 8t22 + (11 + 4t?)z = 0, soit 2" + 9z = 0. Voila une équation plus sympathique,
dont 'équation caractéristique r2 + 9 = 0 a pour solutions 3i et —3i. Les solutions sont donc de la
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forme A cos(3t) + Bsin(3t), dont on déduit les solutions de I’équation initiale : y(t) = (Acos(3t) +
sin(3t))e ",

Exercice 16 (***)

1. L’indication de ’énoncé suppose qu’on travaille sur RT. De toute facon, la normalisation
de 'équation obligera a enlever la valeur z = 0. Posons donc y(z) = z(y/z), ce qui donne

1 1 1
y'(x) = mz'(ﬁ), puis ¢y (z) = —mz’(ﬁ) + Ez”(\/i). L’équation initiale peut alors

Y A _L ’ 7 L / _ _ oMy _ 4 :
s’écrire \/Ez Wz)+ 2" (Vz)+ \/Ez (Vz) —2z(v/x) = 0, soit 2”(t) — z(t) = 0. Cette équation

homogéne a coefficients constants a pour équation caractérisrique 72 — 1 = 0, et les fonctions
solutions sont donc z : t — Ae! + Be~t. On en déduit que y(z) = AeV® + Be V7,

Les plus courageux regarderont ce qui se passe sur R™*, oil on pose cette fois t = /—x et on
obtient par un calcul trés similaire & celui effectué ci-dessus z” + 2z = 0, ce qui donne alors

y(x) = C cos(v/—z) + Dsin(y/—x). Existe-t-il des solutions définies sur R tout entier ? Oui,
A+ B

on peut recoller les deux types de solution quand C' = —5 (pour avoir la méme valeur

A—

de y en 0), et D = ——— (pour avoir la méme dérivée en 0). En fait, on aura dans ce cas
y(x) = Cch(z) + Dsh(z) sur [0;+o0l.
2. On peut résoudre cette équation sur R en posant y(z) = z(arctan(z)), ce qui implique

"(arctan(zx)) — '(arctan(z)).

y'(x) = 1 +1$2 2/ (arctan(z)) puis y”’(x) = mz mz
En remplagant dans I'équation initiale, 2”(arctan(z)) — 222/ (arctan(x)) + 2x2' (arctan(x)) +
4z(arctan(x)) = 0, soit 2”(t) + 4z(t) = 0. On résout sans difficulté I’équation caractéris-
tique 2 + 4 = 0 (solutions 2i et —2i) pour prouver que z(t) = Acos(2t) + Bsin(2t), donc
y(z) = Acos(2arctan(x)) + Bsin(2arctan(z)). Quelques exemples de courbes intégrales de
cette équation (encore une fois, ¢a n’a pas grand intérét) :

3. Faisons donc : y(z) = z(In(x)) implique y'(z) = iz’(ln(az)) puis y"(x) = %z”(ln(m)) —

1
Fz’(ln(aj)), donc en reportant dans l’équation initiale z”(In(z)) — 2/(In(z)) + 32'(In(x)) +

z(In(z)) = 22, soit 2" (t) + 22/(t) + z(t) = €. L’équation caractéristique 72+ 2r + 1 admet —1
comme racine double donc les solutions de I’équation homogéne sont les fonctions zp : t —
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(A + Bt)e~t. On cherche une solution particuliére sous la forme z,(t) = Ke?. On aura alors

1
z,(t) = 2Ke? puis 2 (t) = 4Ke?, donc on veut 4K +4K + K = 1, soit K = 9 Les solutions

1
de I’équation compléte sont donc les fonctions z : t — (A + Bt)e™! + §e2t. On retrouve alors
A+ Bl 1
y(z) = —|—7n(3:) + §x2. Pour changer un peu, essayons de tracer les courbes intégrales
correspondant aux solutions prenant une valeur particuliére, par exemple y(2) = 0, ce qui
A+ Bln(2) 4

+ - =0, soit A= —g — Bln(2). On obtient ce genre de courbes :

implique 5 5

Exercice 17 (***)

Comme f'(z) = 2f(—z) + x, f" est elle-méme dérivable, et f est deux fois dérivable. Dérivons
donc I'équation, on obtient f”(z) = —2f'(—x)+1 = —2(2f(x)—z)+1 = —4f(x)+2x+1. La fonction
f est donc solution de I'équation différentille f” 4+ 4f = 2z + 1, qui se résout sans difficulté : les
solutions homogénes sont de la forme A cos(2x) + Bsin(2x) et une solution particuliére évidente est

) 20 4+ 1 . T < . . .
la fonction z +— — donc f(x) = Acos(2x) + Bsin(2z) + 5 + —. Reste a vérifier si les fonctions
obtenues sont effectivement solutions du probléme posé (la dérivation a transformé notre équation
en une équation qui n’a aucune raison d’étre équivalente). Avec la formule obtenue pour f, on calcule

f(x) = —2Asin(2z) 4+ 2B cos(2z) + %, puis f/(x) — 2f(—x) — x = —2Asin(2z) + 2B cos(2x) + % -

1
2Acos(2z) + 2Bsin(2x) + x — 37 %= 2(B — A)(cos(2x) — sin(2x)). Si on veut que f soit solution

du probléme initial, il faut que cette expression s’annule, ce qui ne sera le cas que si B = A. Les

1
solutions au probléme posé sont donc les fonctions de la forme f(x) = A(cos(2x) +sin(2x)) + g + T

Exercice 18 (***)

Commencons par remarquer qu’en prenant z = y = 0, on a 2f(0) = 2£(0)2, donc f(0) ne peut
prendre que les valeurs 0 et 1. Mais si f(0) = 0, on a Vo € R, en prenant y = 0, 2f(z) = 0,
donc f est la fonction nulle. Pour la suite, on peut supposer que f(0) = 1. Fixons désormais y et
dérivons par rapport a x, on obtient f'(z +y) + f'(x —y) = 2f(y)f'(z), puis en dérivant & nouveau
f(x+y)+ f"(x —y) = 2f(y)f"(x). De méme, en dérivant deux fois par rapport a y, on obtient
"l +y)+ f"(x—y) =2f(x)f"(y) (il y a deux changement de signe qui se compensent quand on
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dérive deux fois f(x — y)). Puisque le membre de gauche est le méme dans les deux équations, on
en déduit que V(z,y) € R?, f"(z)f(y) = f(z)f"(y), soit en posant y = 0, f”(z) = K f(x), avec
K = f"(0).

Si K = 0, les solutions possibles sont de la forme f(z) = ax+b, avec b = 1 puisque f(0) = 1. Pour
vérifier I'équationn fonctionnelle, on doit alors avoir a(x +y) +1+a(z —y) +1 = 2(ay + 1)(az + 1),
soit 2(ax + 1) = 2(a’zy + ax + ay + 1). Cette équation est vérifiée si ax(ay + 1) = 0 quelles que
soient les valeursz de x et y, ce qui impose manifestement ¢ = 0. On trouve donc comme solution
possible la fonction constante égale & 1.

Si K > 0, 'équation f” = K f a pour équation caractéristique r?> — K = 0, qui a deux solutions

réelles =K, f est alors de la forme Ael™ + Be™™® ou L = /K > 0. La condition f(0) = 1 impose

A+ B = 1, et I’équation fonctionnelle devient Ael*+¥ 4 Be~Lz—Ly 4 Aele—ly | Be—La+ly —

2(Aer® + Be L) (Ae™ + Be ™) = 2(A%efo 1y  ABel™=1v  ABe totly 4 B2e~Lo=Ly) (ela
1

fonctionne bien si 242 = A, 2AB = A = B et 2B?> = B, ce qui donne A = B = 3 (seule possibilité

Lx —Lx
compatible avec A+ B = 1). On obtient alors f(x) = % = ch(Lz) = ch(vVKz).

Enfin, si K < 0, Péquation caractéristique a pour solutions iv/—K et —iv/—K, donc en notant
L = -K, on aura f(x) = Acos(Lz) + Bsin(Lz). La condition f(0) = 1 impose immédiatement
A = 1, puis 'équation devient, en posant par exemple y = 0 2cos(z) + 2Bsin(z) = 2cos(z),
ce qui impose assez clairement B = 0. On obtient une derniére famille de solutions de la forme

f(x) = cos(Lx) = cos(vV/—Kr).

Exercice 19 (***)

1. Pour que f puisse vérifier I’équation de départ, il faut certainement qu’elle soit dérivable sur
1 1
R*T*. Réécrivons cette équation un peu difféeremment : 2f/(z) = —f | =) — 1. Le membre
x x
de droite est obtenu comme produit et composée de fonctions dérivables, donc il constitue
une fonction dérivable, ce qui prouve que f’ est dérivable. La fonction f est donc deux fois

dérivable.
1 1
2. Pour obtenir du second ordre, dérivons Iéquation de départ : —— f’ <—> =2z(2f'(x)+1)+
x x

222 f(z). Reste & exprimer le membre de gauche plus simplement. Pour cela, on reprend la

relation obtenue dans la premiére question pour 2f’(z) et on I'applique & — (attention & bien
x

1 1
modifier également le — & droite) : 2 <—> = 22 f(z) — 1. On peut remplacer pour obtenir
x

2
2 _
_é X % = da f'(x) + 2z + 22 f(x), soit —%f(l’)-i- % = da f'(x) + 2z + 222 " (x).

La fonction f est donc solution de I’équation linéaire 222 f" + 4x f’ + 3 f= — 2.

222
3. Autrement dit, on pose f(x) = g(In(x)), ce qui est toujours possible sur RT™*. On peut alors
1
dériver deux fois : f'(z) = ~g¢'(In(x)), puis f"(z) = —¢"(In(z)) — —5¢'(In(z)). Remettons
x x x
tout ¢a dans I’équation obtenue a la question précédente : 2¢” (In(z)) —2¢' (In(z)) +4¢' (In(x)) +

1 1
Eg(ln(x)) =53~ 2z. En posant t = In(z), soit z = e!, la fonction g est donc solution de
T

1 1
I'équation & coefficients constants 2¢”(¢) + 2¢'(t) + §g(t) = 56_% — 2¢t.

1
4. L’équation caractéristique associée a I’équation homogéne est 2r2 + 2r + = = 0, qui a pour

2
1
discriminant A = 4 — 4 = 0, et admet donc pour racine double r = —5 Les solutions

de 'équation homogeéne sont donc les fonctions gy, : t — (A + Bt)e_%. Pour déterminer une
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solution particuliére de I’équation compléte, utilisons le principe de superposition. On cherche

2t

1
d’abord une solution a I'équation 2¢” +2¢' + =g = —e~2! sous la forme y;(t) = ae~?. Cela

2 2
implique y}(t) = —2ae~2 et y/(t) = 4ae™2, donc y; est solution si 8ae™2 —dae™2! + ge_zt =
1 1
56_%, soit a = 9 De méme, on cherche une solution a I’équation 2¢g” + 2¢’ + 59 = 2¢e! sous
1 4
la forme y2(t) = be!, avec cette fois la condition 2b + 2b + §b =2, donc b = g Une solution
1
particuliére de 'équation est donc donnée par g,(t) = §e_2t — §et, et les solutions complétes
1 4
de I’équation sont les fonctions g : t — (A + Bt)e_% + 56_% - §et.
A+ Bl
. En remontant le changement de variables effectué, on doit avoir f(x) = g(ln(z)) = %n(m)
x
1 4
— — —x.
922 9
. Comme on a travaillé uniquement par implications, il reste a vérifier si les fonctions obtenues
1 24
sont vraiment solutions du probléme. D’un c6té, on a f <—> =z(A—Bln(z))+ % ~ 9% de
x x
L APRD 4 9B-A-Bh(x) 2 4
Pautre f/(g) = Y% 2@ 4 % _sD7A7DMWT) 2 %4 2(9 f/ 1) =
autre f'(x) ” 939 NG 9,3 g donc 2f(x)+1)
4 8 4 z?
Vaz(2B—A—Bln(x))— 9 §x2 +2? = /z(2B—A—Bln(z))— 9% + % Les deux expressions
x x

coincident & I'unique condition que 2B — A = A, soit A = B. Les fonctions solutions du
A(l+1 1 4
probléme initial sont donc toutes les fonctions f : x — M 4+ — — =z
NS 922 9

Et méme si ce n’était pas demandé, on peut tracer quelques allures de courbes, ici en noir
la courbe correspondant & A = 0, en rouge A = 1, en bleu A = 2, en orange A = 3, en

vert A = 5, en rose A = —2. Toutes les courbes passent par un point commun pour x = —
e

2

4
(puisqu’alors 1 4 In(z) = 0), d’ordonnée % % = 0.66.
e
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Probléme 1 (**%*)

1. On sait que les solutions en question sont de la forme Ce* + De~*, avec (C,D) € R%. On
e? + e " et —e " ) .

X ———— + (C— D) x — Quitte a poser A = C + D et

B = C — D, ces solutions sont donc de la forme Ach(z) + Bsh(x). La réciproque se fait de

la méme fagon.

peut aussi les écrire (C' + D)

2. La fonction z est certainement elle-méme deux fois dérivable, et 2/(z) = —e %y 4+ e %y =

e (Y —y), puis 2" (x) = —e~ (Y —y)+e (Y —y') = e (V' =2y +y) = e (Y —y) 27 (Y -
y) (c’est une fagon peu naturelle d’écrire les choses mais c¢’est vrai! En partant de 'hypothése
que ¥’ —y = f(x), on a donc 2" (x) = e~ *f(x) — 22'(x). La fonction 2’ est donc solution de
'équation différentielle du premier ordre Z'+2Z = e * f(z) (en posant simplement Z = 2’). La
réciproque est évidente, les deux équations étant clairement équivalentes. Le second membre de
notre équation étant une fonction continue sur R, I’équation admet certainement des solutions,
et (E) en admet donc aussi. De plus, il existe une unique solution & notre équation vérifiant
Z(0) = 2/(0) = 0 (probléme de Cauchy du premier ordre), condition équivalente a I'égalité
y'(0) = y(0). Cette unique fonction Z admet elle-méme une unique primitive s’annulant en
0, ce qui cette fois-ci est une condition équivalente a y(0) = 0. La fonction g définie par
g(z) = e"z(x) est alors une solution vérifiant g(0) = ¢’(0) = 0, et c’est la seule puisque la
construction assure 'unicité de la fonction z correspondante.

3. Posons donc dans un premier temps f(z) = 23+, et tentons de résoudre 'équation y” —y =
22 + o (passer par Iéquation équivalente obtenue & la question précédente ne ferait que
compliquer énormément le calcul alors qu’on sait trés bien résoudre 'équation (E) dans ce
cas). On connait déja les solutions de I’équation homogéne (question 1), reste a trouver une
solution particuliére de la forme y,(z) = ax® + bx? 4 cx + d. On dérive deux fois pour trouver
yn(x) = 6ax + 2b, donc y, est solution si —az® — bz* + (6a — ¢)x +2b —d = 2* + x. Par
identification des coefficients, on trouve donc a = —1; b =0; 6a —c = 1 donc ¢ = -7, et
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d = 0, soit y,(z) = —x3 — Tz. Les solutions de I'équation compléte sont alors de la forme
y(z) = Ach(z) + Bsh(x) — 2% — Tz. Les deux conditions imposées par notre probléme de
Cauchy sont y(0) = 0, soit A = 0; et 3/(0) = 0, avec ¢/(z) = Ash(z) + Bch(z) — 32% — 7,
donc B = 7. Autrement dit, dans ce cas, g(x) = 7sh(z) — 3z% — 7.

1 = cos(2x)

Dans le cas ou f(x) = cos?(z) = 3 5

1
déterminer une solution particuliére. La fonction constante yp, (x) = —3 est clairement so-

, on peut procéder par superposition pour

1
lution de I’équation vy’ —y = 5 Cherchons ensuite une solution a I'équation 3" —y =
cos(2r) 1

2 2

On peut imposer y.

tion —4K — K =

2z

) en passant par une solution complexe y. de I'équation " —y = 56
(

r) = Ke* puis calculer y”(z) = —4Ke™*, ce qui donne la condi-

( 12x

1 .
3’ soit K = 1o On a donc y.(z) = —1—0612”” puis, en reprenant

la partie réelle, y,,(z) = —-—cos(2z). Une solution particuliére de notre équation com-

pléte est donc y : x — 3710 cos(2x), et toutes les solutions sont données par les for-

1 1
mules y(xz) = Ach(z) + Bsh(x) — 1 cos(2x) — 3 Cette fois, la condition y(0) = 0 im-
pose A — 1—10 - % 0, soit A = g Ensuite, y'(z) = Ash(z) + Bch(z) + ésin(Qm), donc
y'(0) = B, et on doit avoir B = 0. La deuxiéme fonction g recherchée est donc définie par

g(x) = gsh(x) - % cos(2z) — 3

. Calculons donc W' (z) = ¢'(z) + ¢'(—x), puis h"’(z) = ¢"(z) — ¢"(—z). Bien entendu, g est
supposée solution de (F), donc ¢”(z) — g(z) = f(x). On peut alors écrire h”(x) — h(z) =
g"(x)—g(x) = (¢"(—x) —g(—x)) = f(z) — f(—=x) = 0 puisque la fonction f est supposée paire.
La fonction h est donc bien solution de I’équation homogéne (H). On a h(0) = g(0)—¢g(0) =0
et h'(0) = ¢’(0) 4+ ¢’(0) = 0 puisque par définition ¢’(0) = 0. Or, on sait que h est de la forme
x — Ach(xz) + Bsh(z), et la seule fonction de cette forme vérifiant h(0) = A'(0) = 0 est la
fonction nulle. On a donc h(z) = 0, soit g(z) = g(—=x), et la fonction g est bien paire.

. Tentons subtilement dans ce cas de poser h(z) = g(z) + g(—x), on aura alors h'(z) = ¢'(x) —

¢ (—x) puis h'(z) = ¢"(x) + ¢""(—=x). Par hypothése, ¢"(x) — g(z) = f(x), et le méme calcul

que ci-dessus prouve que h reste solution de ’équation homogene (H) (on a cette fois h”(x) —

h(z) = f(x) + f(—x) qui est nul par hypothése). De méme, on prouve que la fonction h est

nulle, et on en déduit que g est impaire.

.(a) On calcule pour changer v'(z) = u/(z 4+ T) — v/ (z) et v""(z) = u"(x +T) — u”(z), et on en
déduit que v"(z) —v(z) =u"(x+T) —u(z +T) — (" (z) —u(z)) = f(x+T) — f(z) =0
par hypothése. La fonction v est donc solution de (H).

(b) Comme dans les deux questions précédentes, v(x) = Ach(z) + Bsh(x), donc v(0) = A =
uw(T) —u(0), et v/(0) = B =4/(T) —u/(0). On en déduit que v(z) = (u(T") —u(0)) ch(z) +
(u'(T) = u/(0)) sh(z).

(c) Siu est T-périodique, alors u’ aussi et on a donc clairement u(7T) = u(0) et u/(T) = «/(0).
La réciproque est a peine plus dure : si on suppose les deux conditions vérifiées, alors la
fonction définie ci-dessus est nulle (il n’y qu’a regarder son expression!), ce qui prouve
donc que u(x + T') — u(z) = 0, c’est-a-dire exactement que u est fonction T-périodique.

(d) On sait trés bien que toutes les solutions u de notre équation peuvent s’écrire sous la forme
u(z) = Ach(x)+Bsh(z)+g(z) (puisque g est une solution particuliére de I’équation). On a
donc u(0) = A et v/ (0) = B (puisque g(0) = ¢'(0) = 0), et w(T) = Ach(T)+Bsh(T)+g(T)
et v/ (T) = Ash(T)+ B ch(T)+¢'(T'). Notre solution est donc T-périodique si et seulement
si Ach(T) + Bsh(T) + g(T) = A et Ash(T) + Bch(T) + ¢(T') = B. Puisqu’'on veut

prouver que la solution périodique existe et est unique, il suffit donc de prouver que le
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systéme précédent admet une solution unique. On peut par exemple, en notant Fj et
Es ses deux équations, effectuer 'opération (ch(7T") — 1) x Ey; —sh(T) x E3 pour obtenir
A((ch(T)—1)2 —sh*(T))+ (ch(T) —1)g(T) —sh(T)g'(T) = 0. On trouve une unique valeur
pour A a condition d’avoir (ch(T) —1)% —sh?(T") # 0, soit 1 —2ch(T) + 1 # 0 en utilisant
l'identité ch?(T) — sh®(T) = 1. Or 2 — 2ch(T) = 0 & T = 0, ce qui est évidemment
impossible. La constante A prend donc une valeur unique. On fait exactement le méme
raisonnement pour B en effectuant 'opération sh(7) x E; — (ch(T) — 1) x Es, pour la
méme conclusion. La solution périodique ug est donc bien unique.

(e) Posons comme d’habitude h : z — wug(xz) — up(—x), on a h'’(x) = uj(z) — uj(—z) =
uo(x) + f(x) — up(—z) — f(—=x) puisque ug est solution de (E). Comme f est supposée
paire, h”(z) = h(z), et h est solution de 'équation (H). On a donc h qui s’exprime sous
la forme A ch(z)+ Bsh(x), mais qui est en méme temps T-périodique puisque ug l'est. Ce
n’est possible que si A = B = 0, ce qui prouve que ug est une fonction paire.

(f) Dans le cas ou f(x) = cos?(x), la fonction f est m-périodique (puisque cos(z + 7) =
—cos(z), en élevant au carré, la différence de signe disparait). On a déterminé toutes

les solutions de I’équation tout a I'heure, et la solution particuliére = 1o cos(2x) est

manifestement paire et m-périodique. Il s’agit donc de la solution ug (qui est de toute fagon
unique).

Probléme 2 (**%*)

Premiére partie : Une étude de fonction.

1.

La fonction f est définie si > 0. Un petit tableau de signes donne Dy =|0; 1] (attention

a bien mettre les crochets dans le bon sens).

. La fonction est dérivable sur ]0;1[, de dérivée f'(z) = —i— = —————— Cette

dérivée étant toujours négative, la fonction f est strictement décroissante. Comme de plus

f(1)=0, et m&f(x) = +o0, f est bijective de ]0;1] sur RY.
T—r

1—2
. Cherchons a résoudre 'équation f(x) = y, soit / —— = y, on peut élever au carré pour
x

11—z 9 1
= 32, soit 1 — x = zy?, pui 24l =1letaz=——.0 d
. y*, soi T xy®, puis z(y* + 1) et x T n a donc

qui est définie sur R™ & valeurs dans |0;1] (g(0) = 1 et Eﬂl_] g(y) = 0).
y 0o

obtenir

g:y— T+
Le théoréme de la bijection nous assure que g est décroissante tout comme f.

Calculons donc (en reprenant la derniére expression de f’) la dérivée seconde

doy/1 -1 - —2—
1_1 Azt -1)-1  3—4w

) = -

: — = . Cette dérivée seconde est
mw;—n FRTERRETE I TER )

W

1
du signe de 3 — 4z, et s’annule pour z = % On calcule donc f (%) = \/% = %; et

3 -1 8v/3
1 <—> = = — \9/_ L’équation de la tangente au point correspondant est donc

4 18 /1
16\ 3

y:_%G 3) 1 8vV3 2v/3 V3 16\/_

5 )t mErt = z+ /3.

V3 9 3 3

. Voici une allure, avec la tangente calculée a la question precedente (f en rouge, g en bleu) :
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Deuxiéme partie : Une équation différentielle linéaire.

1. La normalisation faisant apparaitre deux valeurs interdites, et le membre de droite n’est pas

défini entre —1 (inclus) et 0, donc on résout séparément sur | — oo; —1[; sur ]0;1[ et sur
115 400l
. . . ) a b a— ar + bx . )
2. Mettons au méme dénominateur le membre de droite : — + = . En identi-
x l—= z(1—x)
1 1
fiant, ceci est égala ————— sia = — et a—b = 0, so0it b = =. On en déduit que ———— =
2z(1 — x) 2 2 2z(1 — x)
1 1 . , R Ly 1 :
— 4+ ——— . L’équation homogéne normalisée y' + ————y = 0 a donc pour solutions
2r  2(1—x) 2z(1 — a:)

1-—
sur |0; 1] les fonctions yj : x — Ke~3n@)+3m(1-2) _ K4/ = Ky f(x). Sur |1

-1 — 1
obtient de méme yp(x) = K4/ i ; et sur | — oo; —1[, \/ = K34/ i
x

3. Effectuons par exemple le calcul sur |0;1[, on cherche donc y,(z) = , dott y () =

K’(w)f(m)—ﬂ La fonction y,, est alors solution si 2x(1—x)K’(w)f(m)—M

2x2,/1=2 x
_ _ / , .
K(z)f(x) = (1 a:),/l , donc K'(z 2a;’, 1/14_% Vg . On en déduit

xX
que K(z) = 3 arcsin(x) convient, ce qui donne pour solutions de I’équation compléte les fonc-
1 1-
tions y(z) = <§ arcsin(x) + K1> z

K'(z) =

K(x)+

. De méme, sur ]1;+oo[, on va trouver la condition

1 . . . .
———— ce qui correspond a la dérivée de la réciproque de la fonction sh que nous
2V —1
n’avons pas étudiée en cours (on peut tout de méme réussir a trouver une expression explicite

. . . . 1 .
en étant motivés, je vous laisse vérifier que K (x) = 3 In(x++v/2? — 1) convient). On a le méme

probléme sur le dernier intervalle de résolution (méme solution particuliére au signe prés). Il
n’y évidemment pas de solution définie sur R puisque I’équation ne peut pas avoir de sens sur
intervalle | — 1,0].

1
4. En z ona arcsin(z) = %, donc y(z) = % + K (la racine carrée vaut simplement 1), il faut
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1 1-
donc choisir K1 = — — T =T Onaalors y(x) = <§ arcsin(z) + z) .

s
4 12 6 6 T

5. Tout ce qu’on peut dire assez facilement, c’est que toutes les fonctions vont tendre vers 0 en
1, et auront une limite égale a +oo (selon le signe de K7) si K # 0. Ensuite, les problémes
de Cauchy dans |0, 1] ne pouvant avoir qu'une seule solution, les courbes ne peuvent pas se
couper ailleurs que pour x = 1. On ne peut rien dire sur les variations de la fonction, mais
la présence d’une tangente verticale en o = 1 est assurée si K > 0. A partir de ces maigres
informations, si on trace des courbes relativement simples, on ne sera pas loin de la réalité
(en rouge, la solution de la question précédente, en vert celle correspondant & K = 0, qui a
une limite nulle en 0 mais c’est difficile & prouver) :

Une équation non linéaire.

1. Si y est constante, sa dérivée est nulle, donc elle vérifie 2y(1 — y) = 0, c’est-a-dire y = 0 ou
y=1

2. Si y est & valeurs dans ]0; 1], on aura toujours 2y(1 — y) > 0, donc pour vérifier 1’équation
on doit nécessairement avoir zy’ < 0, d’on 3y’ < 0 (puisque z €]0;1[). La fonction y est donc
décroissante.

1

3. Une fonction continue et monotone est toujours bijective, notons z = y~*, on sait que 2/(t) =

1 1
——— (ou on pose t = y(z)), ou encore y'(z(t)) = , avec. En remplagant x par z(t)
y'(=(1)) Z(t)
t
dans Iéquation (F), on obtient z(t)y'(z(t)) 4+ 22(t)(1— z(t)) = 0, soit Z/((t)) +2t(1—¢t) =0. On
z
peut multiplier par z/(t) pour trouver z(t) 4+ 2¢t(1 — t)z/(¢) = 0. On reconnait bien I’équation

annonceée.

4. La variable ¢t ayant été supposée appartenir & ]0;1[, on reprend les résultats de la partie
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récédente : z(t) = Kf(t) = K 1=t On en déduit que © = K 1_7‘74() soit m_2 y(x) =
b )= RI =Ry e s =Ky Ty Ot g

1 — y(z), donc comme annoncé y(x) = . On peut toujours prendre une constante

1
T+ (%)
K strictement positive, puisque 0 est exclu, et K et —K donnent la méme fonction pour
y. Les valeurs obtenues pour y(x) sont manifestement positives, et tout aussi manifestement
plus petites que 1 (puisque le dénominateur est strictement supérieur a 1), donc toutes les

solutions trouvées conviennent.
o\ 2 1 . X 1 .. Zo
. Cette condition impose 1—|—< ) = —, s0it — = 4/ — — 1 (tout est positif), donc K = .
. Pour avoir une allure plus précise de la courbe, on va chercher les valeurs d’annulation de la dé-
rivée seconde comme dans la premiére partie (pour les curieux, on appelle cela des points d’in-
2

2
flexion). Ecrivons donc y(z) = e , et dérivons deux fois : y/(z) = —(Kzlj_ij;)z (les solu-
—2K?(K? 4x(K? + 2?)(2K?
tions sont donc décroissantes sur R+*), et f/(x) = (K2 +2°)° + o (K7 + 2%) 2K 70) =
(K2 +22)4

—2K* —2K?%2% + 8K2%2®> 2K?(3z2% — K? K
K2 —|—xx2; T (K(;j— 23 ) Cette dérivée seconde s’annule si x = % Re-

K 3 K 9 1
marquons que — ) =-,et f| —= | = ————. Si on impose la condition f(2) = -,
q qy<\/§> 1 f(\/§> K3 p f2) =5
on trouve K = 1) = 2, donc le point d’annulation de la dérivée seconde est atteint pour
5
2
T = ,et f/| — | = ————=. On peut tracer la courbe suivante :
d (f ) 16\f P
14
O | | | | |
0 1 2 3 4 5
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