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Exer
i
e 1

1. La fon
tion g est dé�nie, 
ontinue et dérivable (et même de 
lasse C∞
) sur ]0,+∞[ par

théorèmes généraux. De plus, lim
x→0

x ln(x) = 0 (par 
roissan
e 
omparé), don
 lim
x→0

g(x) =
1

2
,

on peut don
 prolonger g par 
ontinuité en posant g(0) =
1

2
. On peut d'ailleurs 
al
uler le taux

d'a

roissement de la fon
tion en 0 : τ(h) =
g(h) − 1

2

h
= ln(h) − h

2
. Ce taux d'a

roissement

ayant une limite in�nie quand h tend vers 0, la fon
tion prolongée n'est pas dérivable en 0,
mais on aura une tangente verti
ale à 
et endroit de la 
ourbe. La limite de g en +∞ s'obtient

en fa
torisant brutalement : g(x) = x2
(

ln(x)

x
− 1

2
+

1

2x2

)

. La parenthèse ayant pour limite

−1

2
quand x tend vers +∞ (le premier terme tend vers 0 par 
roissan
e 
omparée), on a

lim
x→+∞

g(x) = −∞. On peut passer à l'étude des variations : g′(x) = ln(x) + 1− x, expression

qui n'a pas un signe évident. Dérivons don
 à nouveau : g′′(x) =
1

x
− 1 =

1− x

x
, don
 g′

est stri
tement 
roissante sur ]0, 1[ et stri
tement dé
roissante sur ]1,+∞[, admettant en

parti
ulier un maximum égal à g′(1) = 0. Voilà qui tombe bien, la dérivée g′ est don
 négative
sur R

+∗
(mais elle s'annule en 1), et la fon
tion g est don
 stri
tement dé
roissante. On peut


on
lure ave
 une 
ourbe où on fait bien �gurer les deux tangentes remarquables (horizontale

en 1, verti
ale en 0) :
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2. On vient de voir que, si x > 1, g(x) < 0. Or, on 
onstate fa
ilement que f(x) =
g(x)

x2 − 1
+
1

2
, 
e

qui su�t à prouver que f(x) <
1

2
(le dénominateur x2− 1 étant lui aussi stri
tement positif).

Le fait que f(x) > 0 sur 
et intervalle étant trivial, 
ette question est déjà terminée.

3. Cal
ulons don
 f

(

1

x

)

=
1
x
ln( 1

x
)

1
x2 − 1

=
x× (− ln(x))

1− x2
=

x ln(x)

x2 − 1
= f(x). Or, lorsque x ∈]0, 1[,

1

x
∈]1,+∞[, don
 f(x) = f

(

1

x

)

∈
]

0,
1

2

[

. Remarquons en passant que le raisonnement

e�e
tué à la question pré
édente pouvait aussi fa
ilement s'appliquer sur ]0, 1[.

4. On peut é
rire f(x) =
x

x+ 1
× ln(x)

x− 1
. Le deuxième quotient est le taux d'a

roissement

de la fon
tion ln en 1, il tend vers 1 (si on préfère on pose X = x − 1 pour se ramener

à la limite 
lassique du 
ours lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1), don
 lim

x→1
f(x) =

1

2
et la fon
tion f est

prolongeable par 
ontinuité en posant f(1) =
1

2
. Le taux d'a

roissement de f en 1 est alors

égal à τ(h) =
f(1 + h)− 1

2

h
=

(1+h) ln(1+h)
(1+h)2−1

− 1
2

h
=

2(1 + h) ln(1 + h)− h(2 + h)

2h2(2 + h)
. À l'aide de

la formule donnée dans l'énon
é, développons le numérateur : 2(1+h)

(

h− 1

2
h2 + h2ε(h)

)

−
2h − h2 = 2h + 2h2 − h2 − h3 + 2h2ε(h) + 2h3ε(h) − 2h − h2 = −h3 + 2h2ε(h) + 2h3ε(h),
termes qui vont tous tendre gentiment vers 0 même après division par h2. Bref, lim

h→0
τ(h) = 0,


e qui prouve que f est dérivable en 1 et que f ′(1) = 0.

Exer
i
e 2

1. (a) Une question triviale, une :

(

x− 1

2

)2

+
3

4
= x2 − x+

1

4
+

3

4
= x2 − x+ 1.

(b) Puisque x2 − x + 1 est toujours positif (
elà dé
oule de la question pré
édente, histoire

qu'on n'ait même pas besoin de 
al
uler un dis
riminant), la fon
tion f est dé�nie sur R.

La suite (un) est alors bien dé�nie par ré
urren
e triviale (il n'y a vraiment absolument

rien à faire pour prouver l'hérédité).

(
) Utilisons don
 la première question : si 0 ≤ x ≤ 1, alors −1

2
≤ x − 1

2
≤ 1

2
, don
 0 ≤

(

x− 1

2

)2

≤ 1

4
, et

3

4
≤

(

x− 1

2

)2

+
3

4
≤ 1. On passe tout à la ra
ine 
arrée pour obtenir

√
3

2
≤ f(x) ≤ 1, 
e qui prouve la stabilité de l'intervalle [0, 1] par f .

(d) C'est une ré
urren
e trivial en utilisant la stabilité de l'intervalle et l'hypothèse u0 ∈]0, 1[.

2. (a) La fon
tion f est dérivable sur R, de dérivée f ′(x) =
2x− 1

2
√
x2 − x+ 1

, qui a le même signe

que 2x − 1. On a déjà 
al
ulé indire
tement f

(

1

2

)

=

√
3

2
plus haut, et les limites ne

posent pas le moindre problème.
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(b) On 
al
ule don
 f(x) − x =
√
x2 − x+ 1 − x =

x2 − x+ 1− x2√
x2 − x+ 1 + x

=
1− x√

x2 − x+ 1 + x
en

multipliant par la quantité 
onjuguée. Le dénominateur étant positif sur ]0, 1[, f(x) − x

est du signe du numérateur, et don
 positif sur ]0, 1[, ave
 un point �xe pour x = 1.

(
) Même en prenant une é
helle adaptée, on ne voit pas grand 
hose :
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(d) Deux méthodes possibles qui vont mener à des résultats di�érents : on peut déjà remarquer

à l'aide de la première question que

√
x2 − x+ 1 ≥

√
3

2
(quel que soit le réel x), don


1

2
√
x2 − x+ 1

≤ 1√
3
. De plus, si x ∈ [0, 1], 2x−1 ∈ [−1, 1], don
 |2x−1| ≤ 1, et |f ′(x)| ≤

1√
3
, majorant tout à fait 
onvenable puisqu'il est stri
tement inférieur à 1. On peut obtenir

mieux en dérivant une deuxième fois : f ′′(x) =
4
√
x2 − x+ 1− (2x− 1)× 2x−1√

x2−x+1

4(x2 − x+ 1)
=

4(x2 − x+ 1)− (2x− 1)2

4(x2 − x+ 1)
3

2

=
3

4(x2 − x+ 1)
3

2

, qui est toujours positif. La dérivée f ′
est

don
 
roissante sur R. Comme f ′(0) = −1

2
et f ′(1) =

1

2
, on en déduit que, ∀x ∈ [0, 1],

|f ′(x)| ≤ 1

2
.

3. (a) On applique bien entendu l'IAF entre un et 1 pour obtenir immédiatement le résultat

(toutes les hypothèses de l'IAF ont déjà été véri�ées), ave
 bien sûr k =
1

2
ou k =

1√
3

selon le résultat obtenu à la question pré
édente.

(b) On prouve par ré
urren
e que |1−un| ≤ kn|1−u0|. L'inégalité est triviale au rang 0, et en
la supposant vraie au rang n, on a |1− un+1| ≤ k|1− un| ≤ k× kn|1−u0| = kn+1|1− u0|,

e qui prouve l'hérédité et a
hève la ré
urren
e.

(
) Puisque lim
n→+∞

kn = 0 (quel que soit le 
hoix de k entre les deux valeurs proposées plus

haut), et |1−un| ≥ 0, le théorèmes des gendarmes permet d'a�rmer que lim
n→+∞

|1−un| = 0,

et don
 que lim
n→+∞

un = 1.
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(d) Sa
hant que |1−u0| ≤ 1, il su�t que kn ≤ 10−2
. Si on a 
hoisi k =

1

2
, il su�t don
 d'avoir

2n ≥ 102, 
e qui est le 
as pour n ≥ 7. Si on a 
hoisi k =
1√
3
, on sait que 34 = 81, don


(
√
3)9 ≥ 81

√
3 ≥ 100, et n = 9 
onvient.

Exer
i
e 3

1. Le polyn�me dérivé P ′ = 3X2−2X− 39

4
admet pour dis
riminant ∆ = 4+3×39 = 121 = 112,

et pour ra
ines X1 =
2− 11

6
= −3

2
et X2 =

2 + 11

6
=

13

6
. On va plut�t tester la première pour


ommen
er : P

(

−3

2

)

= −27

8
− 9

4
+

117

8
− 9 =

−27− 18 + 117 − 72

8
= 0, don
 −3

2
est bien

notre ra
ine double. Le polyn�me P étant de degré 3, il admet une autre ra
ine qu'on peut

déterminer à l'aide des relations 
oe�
ients-ra
ines : la somme des trois ra
ines (en 
omptant

deux fois la ra
ine double) est égale à −(−1) = 1, don
 la troisième ra
ine vaut 1+2× 3

2
= 4,

et le polyn�me P étant unitaire, il se fa
torise sous la forme P =

(

X +
3

2

)2

(X − 4).

2. Notons P = X3 + aX2 + bX + c le polyn�me unitaire de degré 3 ayant pour ra
ines les

nombres x, y et z. En exploitant les relations 
oe�
ients-ra
ines, on sait que a = −(x +

y + z) = −2 et c = −xyz =
1

2
. En�n, on a

1

x
+

1

y
+

1

z
=

xy + xz + yz

xyz
= −b

c
, don


b = − c

2
= −1

4
, et P = X3 − 2X2 − 1

4
X +

1

2
. Ce polyn�me admet pour ra
ine évidente

X = 2 : P (2) = 8 − 8 − 1

2
+

1

2
= 0. Même pas besoin de 
al
uls pour le fa
toriser sous la

forme P = X(X − 2) − 1

4
(X − 2) = (X − 2)

(

X2 − 1

4

)

= (X − 2)

(

X − 1

2

)(

X +
1

2

)

. On

a don
 trouvé les trois ra
ines du polyn�me P et don
 les valeurs de nos trois in
onnues, qui

peuvent toutefois être permutées indiféremment. On en déduit que

S =

{(

2,−1

2
,
1

2

)

;

(

2,
1

2
,−1

2

)

;

(

−1

2
, 2,

1

2

)

;

(

1

2
, 2,−1

2

)

;

(

−1

2
,
1

2
, 2

)

;

(

1

2
,−1

2
, 2

)}

Exer
i
e 4

1. Cal
ulons don
 I0 =

∫ 1

0

ex

1 + ex
dx = [ln(1 + ex)]10 = ln(1 + e)− ln(2) = ln

(

1 + e

2

)

.

2. Cal
ulons à nouveau I0 + I1 =

∫ 1

0

ex

1 + ex
+

1

1 + ex
dx =

∫ 1

0
1 dx = 1, don
 I1 = 1 − I0 =

1− ln

(

1 + e

2

)

.

3. C'est à peine di�érent : In + In+1 =

∫ 1

0

e(1−n)x

1 + ex
+

e−nx

1 + ex
dx =

∫ 1

0

e−nx(ex + 1)

1 + ex
dx =

∫ 1

0
e−nx dx =

[

e−nx

−n

]1

0

=
1− e−n

n
.

4. On peut utiliser la méthode 
lassique : In − In+1 =

∫ 1

0

e−nx(1− ex)

1 + ex
dx (même 
al
ul et

fa
torisation qu'à la question pré
édente). Or, e−nx
et 1 + ex sont toujours positifs, et 1− ex

est négatif lorsque x varie dans l'intervalle [0, 1]. On en déduit que In+1 − In ≤ 0, don
 la

suite (In) est dé
roissante. Comme elle est trivialement minorée par 0 puisque (In) est une
intégrale de fon
tion positive, elle 
onverge don
.
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5. Il su�t de dire que 0 ≤ In ≤ In + In+1 =
1− e−n

2n
pour 
on
lure que 
ette limite est nulle à

l'aide du théorème des gendarmes (la majorant tandant fa
ilement vers 0).
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