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r+2z y+2t

1. On pose brillamment M = < Ty ), puis on calcule AM = (
z z—x t—vy

y ),etMA:
(x—y 2z +y

). La matrice M commute donc avec A si ses coefficients sont solutions

z—1t 2z+4t
r + 22 = x — y
2t = 2 .
du systéme Y iL R : t ‘1{ . Ces quatre équations se raménent complétement
t — y = 2z 4+ t
trivialement aux deux conditions y = —2z et t = x. Si on garde par exemple les deux variables
x et z, on obtient donc § = {< t: —jz > | (x,2) € Rz}.
2. La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique z? — 42 — 4 = 0. Cette
4+4
équation ademt pour discriminant A = 16416 = 32, et pour racines r| = i = 2422,
4—4v2 o
et ro = —s = 2 — 2v/2. On en déduit que u, = A(2 + 2v/2)" + B(2 — 2v/2)", avec

(A,B) € R? & déterminer. Les conditions initiales imposent ug = A+ B = 1 et u; =

(2 +2V2)A + (2 - 2\/§)B = 3, donc (2 + 2v2)A + (2 — 2v/2)(1 — A) = 3, soit 4124 =

1 2 1 2
3—(2—2v/2) = 1+2+/2, donc Z\ff_\8[+ . On en déduit que B = 1— A_Q_\S[’
2 1 2
puis que u,, = <\8[ + 2) (24 2V2)" + < — \8[> (2 - 2v/2)".
3 —4 2 5 0 2
3. On calcule donc A% = 1 -1 —1 |, puis 43 = 0 3 1 |. On en déduit que
1 2 0 1 -2 4
A3 — A = 41, ce qui suffit en effet & répondre a la question suivante : en divisant par 4 et en fac-
1 1 1 1 (2 402
torisant par A,ona A -A? —-I)=I,donc B=-A?>—--I,soit B=~-| 1 -2 -1
4 4 4 4 4 1 2 1

4. On va donc vérifier les trois points habituels :

2 -V 1 V4 1 2
Oun_UnZZ\/ﬁ—QW: (\/ﬁ nt )(\/H_F nt ):_ ,dOIlC
vn+vn+1 Vn+vn+1
lim u, —v, =0.
n—-+oo
n+1
® Uyl — U 2vVn + 2 7—1—2 n+1= +2(WVn+1—=vVn+2)=
. zf Vi z VT = )
1
par la méme quantité conjuguée que ci-dessus. Or, \/n + 2 >
i+l \/n—|—1+\/721—|—2 , :
vn+ 1, donc = ce qui prouve que Up41 — Up > 0

< =
Vn+l+vn+2~ 2n+1 Vn+1
et donc que la suite (u,) est croissante.



e (C’est la méme chose : vy 11 — v, =

1 1 2
+2 —vn+1)= - ,
vn+1 (Vn=vnil) n+1 n+vn+1

et comme /n +v/n+1 < 2y/n+ 1, on en déduit que v,11 — v, < 0 et que la suite (vy,)
est donc décroissante.
Conclusion : les deux suites sont adjacentes et convergent vers une méme limite finie [.




