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Exerie 1

1. Allons-y : I0 =

∫ 1

0
ln(x+1) dx = [(x+1) ln(x+1)−x]10 = 2 ln(2)−1 ≃ 0.4. Pour I1, on peut par

exemple faire une IPP en posant u′(x) = x, et par exemple u(x) =
x2

2
, et v(x) = ln(x+1), e

qui donne v′(x) =
1

x+ 1
, pour obtenir I1 =

[

x2

2
ln(x+ 1)

]1

0

−
∫ 1

0

x2

2(x+ 1)
dx =

ln(2)

2
− 1

2
J ,

où J =

∫ 1

0

x2

x+ 1
dx. On peut onstater que

x2

x+ 1
=

(x2 + x)− (x+ 1) + 1

x+ 1
= x−1+

1

x+ 1
,

don J =

∫ 1

0
x − 1 +

1

x+ 1
dx =

[

x2

2
− x+ ln(x+ 1)

]1

0

=
1

2
− 1 + ln(2) = ln(2) − 1

2
. En

déoule I1 =
ln(2)

2
− ln(2)

2
+

1

4
=

1

4
.

Reste en�n I2, pour laquelle on va aussi e�etuer une IPP en posant v(x) = ln(x + 1) et

v′(x) =
1

x+ 1
, et u′(x) = x2 qui donne par exemple u(x) =

x3

3
. On trouve alors I2 =

[

x3

3
ln(x+ 1)

]1

0

− 1

3

∫ 1

0

x3

x+ 1
dx =

ln(2)

3
− 1

3

∫ 1

0

(x3 + x2)− x2

x+ 1
dx =

ln(2)

3
− 1

3

∫ 1

0
x2 dx+

1

3
J =

ln(2)

3
− 1

9
+

ln(2)

3
− 1

6
=

2 ln(2)

3
− 5

18
≃ 0.46 − 0.27 ≃ 0.19 (la valeur approhée est

simplement donnée pour onstater la déroissane des premiers termes de la suite).

2. On proède omme d'habitude : In+1 − In =

∫ 1

0
xn+1 ln(x + 1) dx −

∫ 1

0
xn ln(x + 1) dx =

∫ 1

0
xn(x− 1) ln(x+1) dx. Si x ∈ [0, 1], x+1 ∈ [1, 2], don ln(x+1) > 0. Par ailleurs, xn > 0

et x− 1 6 0. L'intégrale d'une fontion négative sur un segment étant négative, on en déduit

que In+1 − In 6 0, don que In+1 6 In. Autrement dit, la suite (In) est bien déroissante.

3. La positivité de In déoule immédiatement de la positivité de la fontion à intégrer sur [0, 1].
De plus, ∀x ∈ [0, 1], 1 + x ∈ [1, 2] don 0 6 ln(1 + x) 6 ln(2), et xn ln(x+ 1) 6 xn ln(2). On

peut intégrer ette inégalité entre 0 et 1 : In 6

∫ 1

0
xn ln(2) dx = ln(2)

[

xn+1

n+ 1

]1

0

=
ln(2)

n+ 1
.

Comme lim
n→+∞

ln(2)

n+ 1
= 0, le théorème des gendarmes assure que la suite (In) onverge et que

sa limite est nulle.

4. Il est plus faile ii (en partant de In+1) de faire l'IPP � dans l'autre sens � par rapport à la

question 1, don en posant u′(x) = ln(x+ 1), et par exemple u(x) = (x+ 1) ln(x+ 1)− x, et

v(x) = xn+1
, don v′(x) = (n + 1)xn. Celà donne In+1 = [xn+1(x + 1) ln(x + 1) − xn+2]10 −

∫ 1

0
(n + 1)xn(x + 1) ln(x + 1) − (n + 1)xn+1 dx = 2 ln(2) − 1 − (n + 1)

∫ 1

0
xn+1 ln(x + 1) +

xn ln(x+1) dx+(n+1)

[

xn+2

n+ 2

]1

0

= 2 ln(2)− 1− (n+1)In+1− (n+1)In+
n+ 1

n+ 2
. Autrement
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dit, (n + 2)In+1 = 2 ln(2) − 1

n+ 2
− (n + 1)In, et In+1 =

2 ln(2)

n+ 2
− 1

(n+ 2)2
− n+ 1

n+ 2
In. Par

exemple, pour n = 1, on retrouve I2 =
2 ln(2)

3
− 1

9
− 2

3
× 14, e qui orrespond à e qu'on

avait obtenu plus haut.

5. (a) La fontion g2 est dé�nie et de lasse C∞
(par théorèmes généraux) sur ] − 1,+∞[. Sa

dérivée est donnée par g′2(x) = ln(x + 1) + 1 +
1

2
= ln(x + 1) +

3

2
. Elle est don positive

lorsque ln(x+ 1) > −3

2
, soit x > e−

3

2 − 1. Pour le traé de la ourbe, on peut remarquer

que e−
3

2 =
1

e
√
e
, ave e

√
e ≃ 2.7 × 1.5 ≃ 4, don e−

3

2 − 1 ≃ 1

4
− 1 ≃ −3

4
. On alule la

valeur du minimum de g2 : g2(e
−

3

2 − 1) = −3

2
e−

3

2 +
1

2
(e−

3

2 − 1) = −e−
3

2 − 1

2
≃ −3

4
. On

peut maintenant étudier les limites : lim
x→+∞

g2(x) = +∞ (auune di�ulté ii), et omme

lim
x→−1

(x+1) ln(x+1) = 0 par roissane omparée (on peut poserX = x+1 pour se ramener

à lim
X→0

X ln(X)), on a lim
x→−1

g2(x) =
1

2
. La fontion g2 est don prolongeable par ontinuité (à

droite) en −1 en posant g2(−1) =
1

2
. Pas besoin de s'embêter ave un taux d'aroissement

pour étudier la dérivabilité en −1, il su�t de onstater que lim
x→−1

g′2(x) = −∞ (e qui est

immédiat) pour prouver qu'il y aura une tangente vertiale à la ourbe en −1 (et que la

fontion n'est don pas dérivable en −1). Une allure de la ourbe (on onstate failement

que g2(0) = 0 pour donner un point de repère supplémentaire) :

0 1 2 3−1

0

1

2

3

−1

(b) La fontion f2 est dé�nie et de lasse C∞
sur le même intervalle que g2, et f ′

2(x) =

2x ln(x + 1) +
x2

x+ 1
=

2x

x+ 1

(

(x+ 1) ln(x+ 1) +
x

2

)

=
2x

x+ 1
g2(x). Sur l'intervalle de

dé�nition, x+1 > 0, et x et g2(x) sont de même signe, don f ′

2 est toujours positive, et la

fontion f2 est don stritement roissante sur ]− 1,+∞[ (ave une tangente horizontale

pour x = 0 si on veut être préis). On a sans auune di�ulté lim
x→−1

f2(x) = −∞ et

lim
x→+∞

f2(x) = +∞, don on obtient le tableau suivant :
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x −1 0 +∞
f ′

2(x) + 0 +

f2

−∞
✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

Exerie 2

1. La fontion h est dé�nie, ontinue et dérivable sur R
+∗
, de dérivée h′(x) = − 2

x3
+

5

x2
−

2

x
=

−2x2 + 5x− 2

x3
. Le signe de ette dérivée est le même que elui de son numérateur

−2x2+5x−2, qui admet pour disriminant ∆ = 25−16 = 9, et pour raines x1 =
−5− 3

−4
= 2

et x2 =
−5 + 3

−4
=

1

2
. La dérivée sera positive entre es raines. Pour ompléter le tableau de

variations, alulons déjà h(2) =
1

4
− 5

2
−2 ln(2) = −9

4
−2 ln(2), et h

(

1

2

)

= 4−10+2 ln(2) =

2 ln(2)−6. Auune di�ulté pour aluler lim
x→+∞

h(x) = −∞, pour la limite en 0 il vaut mieux

érire h(x) =
1− 5x− 2x2 ln(x)

x2
. Comme lim

x→0
x2 ln(x) = 0 (roissane omparée tout à fait

lassique), le numérateur tend vers 1 et lim
x→0

h(x) = +∞. À défaut de ourbe, donnons quand

même le tableau de variations de la fontion :

x 0 1
2 2 +∞

h

+∞
❅
❅
❅❘
2 ln(2)− 6

✟✯✟✟

−9
4 − 2 ln(2)

❍❍❍❥−∞

Sur

[

1

2
,+∞

[

, la fontion h admet un maximum de valeur −9

4
−2 ln(2) < 0 (puisque 2 ln(2) >

0), don la fontion est stritement négative et ne risque guère de s'annuler. De plus, h est

bijetive de

]

0,
1

2

[

vers ]2 ln(2)−6,+∞[, intervalle qui ontient la valeur 0. Léquation h(x) = 0

admet don une unique solution α véri�ant 0 < α <
1

2
. Or, l'équation h(x) = 0 est lairement

équivalente à (E), il su�t de tout multiplier par x2 (bien entendu, x ne peut pas être nul

don on peut).

2. (a) La fontion f est dé�nie, ontinue et dérivable sur ]0,+∞[ par théorèmes généraux. De

plus, lim
x→0+

f(x) =
1

4
(un petit oup de roissane omparée pour le x2 ln(x), omme plus

haut), don f est prolongeable par ontinuité en posant f(0) =
1

4
. Pour la dérivabilité,

on va passer par le théorème de prolongement de la dérivée, le alul de f ′
va de toute

façon nous resservir ensuite : ∀x > 0, f ′(x) = −1

4
− x ln(x) − x

2
. Enore un petit peu de

roissane omparée, et lim
x→0

f ′(x) = −1

4
, e qui prouve que f est dérivable en 0 et que

f ′(0) = −1

4
. L'équation de la tangente en 0 est don y = f ′(0)x + f(0) =

1

4
(1− x).

(b) Là enore, on va aluler brutalement f ′′
(la fontion f est évidemment dérivable une

deuxième fois sur ]0,+∞[), ça va servir à la question suivante : f ′′(x) = − ln(x)− 1− 1

2
=

3



− ln(x) − 3

2
. Cette fois-i, lim

x→0
f ′′(x) = +∞, don la fontion f ′

n'est pas dérivable en 0

(et don f n'est pas deux fois dérivable en 0).

() La dérivée seonde f ′′
s'annule en x = e−

3

2
, qui appartient évidemment à l'intervalle

[0, 1]. En fait, e−
3

2 ≃ 1

4
, omme on l'a vu dans le premier exerie (quel sujet de devoir

bien �hu, 'est inroyable). La fontion f ′
est roissante sur [0, e−

3

2 ] et déroissante sur

[e−
3

2 , 1], ave pour maximum f ′(e−
3

2 ) = −1

4
+

3

2
e−

3

2 − 1

2
e−

3

2 = e−
3

2 − 1

4
. Il serait peut-

être intéressant de onnaitre le signe de e maximum, e qui n'est pas si évident : omme

ln(e−
3

2 ) = −3

2
< ln

(

1

4

)

= −2 ln(2) (on sait bien que ln(2) est légèrement inférieur à

0.7, don 2 ln(2) est supérieur à −1.4, ça se joue tout de même à pas grand hose), la

roissane de la fontion ln assure que e−
3

2 <
1

4
, don le maximum de notre fontion f ′

est

stritement négatif, et f sera du oup stritement déroissante sur [0, 1]. Pour ompléter

le tableau que nous n'allons pas manque de faire, alulons f ′(1) = −1

4
− 1

2
= −3

4
, ainsi

que f(1) = 0. Pour onlure (on a prolongé les deux fontions en 0) :

x 0 e−
3

2 1

f ′

−1
4

�✒
�

�

< 0

❅
❅
❅❘−3

4

f

1
4 ❍❍❍❥

❍❍❍❥ 0

La fontion f étant bijetive de [0, 1] vers

[

0,
1

4

]

⊂ [0, 1], l'intervalle est bien stable. De

plus, sa dérivée est toujours négative et minorée par −1

4
sur [0, e−

3

2 ], et par −3

4
sur [e−

3

2 , 1],

e qui prouve que, ∀x ∈ [0, 1], −3

4
6 f ′(x) < 0, don |f ′(x)| 6 3

4
.

3. (a) Il s'agit bien sûr d'appliquer l'IAF sur l'intervalle [0, 1]. La fontion f y est dérivable, de

dérivée majorée en valeur absolue par

3

4
. De plus, α ∈ [0, 1] (on a même prouvé mieux

plus haut), et 1 − 5α = 2α2 ln(α) ⇔ 4α = 1 − α − 2α2 ln(α) ⇔ f(α) = α. En�n,

f(un) = un+1 (par dé�nition) et surtout, par réurrene triviale, tous les termes de la

suite appartiennent à l'intervalle [0, 1] ('est vrai pour u0 =
1

5
, et, l'intervalle étant stable

par f , un ∈ [0, 1] ⇒ un+1 ∈ [0, 1]). On peut don appliquer l'IAF entre x = un et y = α

pour obtenir |f(un)− f(α)| 6 3

4
|un − α|, soit |un+1 − α| 6 3

4
|un − α|.

(b) Commençons par prouver par réurrene que, pour tout entier naturel n, on a |un − α| 6
(

3

4

)n

. C'est vrai au rang 0 puisque |u0 − α| =
∣

∣

∣

∣

1

5
− α

∣

∣

∣

∣

< 1 (on sait que 0 < α <
1

2
, don

l'éart ave u0 est même nettement plus petit). Supposons l'inégalité vraie au rang n,

alors |un+1−α| 6 3

4
|un−α| 6 3

4
×
(

3

4

)n

=

(

3

4

)n+1

en exploitant la question préédente

et l'hypothèse de réurrene. Comme par ailleurs |un − α| > 0, et lim
n→+∞

(

3

4

)n

= 0, le

théorème des gendarmes permet d'a�rmer que lim
n→+∞

|un−α| = 0, 'est-à-dire que la suite

(un) onverge et que lim
n→+∞

un = α.
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() Vu la majoration démontrée à la question préédente, il su�t que

(

3

4

)n

6 10−2
, soit

(

4

3

)n

> 100, ou enore n ln

(

4

3

)

> ln(100), don n0 = Ent

(

ln(100)

2 ln(2)− ln(3)

)

+ 1

onvient. Si on veut du plus onret, 2 ln(2) − ln(3) ≃ 0.3, et ln(100) = 2 ln(10) =
2 ln(2) + 2 ln(5) ≃ 1.4 + 3.2 ≃ 4.6, don n = 17 devrait onvenir (oui, je sais, on ne

pouvait pas vraiment faire e alul à la main).

Exerie 3

1. Calulons bêtement P1 = 2X×1− (1+X2)×0 = 2X, puis P2 = 2X×2X− 1

2
(1+X2)×2 =

4X2 − 1−X2 = 3X2 − 1.

2. Montrons par réurrene les deux propriétés d'un oup. Elles sont vraies au rang 0 (on a

bien a1 = 2 =
2

1
× a0). Supposons-les vraies au rang n, le terme dominant de Pn est don

anX
n
, et elui de P ′

n sera nanX
n−1

. Le terme dominant de plus haut degré théorique (s'il ne

s'annule pas) de Pn+1 est alors 2X×anX
n− 1

n+ 1
X2×nanX

n−1 =

(

2− n

n+ 1

)

anX
n+1 =

n+ 2

n+ 1
anX

n+1
. Le oe�ient n'étant pas nul (puisque an 6= 0 par hypothèse de réurrene),

notre polyn�me est bien de degré n, et on a prouvé en passant la relation an+1 =
n+ 2

n+ 1
an.

On en déduit que an = n + 1, e qu'on prouve par réurrene si on est sérieux : a0 = 1 'est

bon, et si an = n+ 1, alors an+1 =
n+ 2

n+ 1
× (n+ 1) = n+ 2, e qui prouve l'hérédité.

3. Et si on faisait une petite réurrene ? Au rang 0, on a bien P0(−X) = P0(X) puisque

le polyn�me est onstant. Si on suppose que Pn(−X) = (−1)nPn(X), alors P ′

n(−X) =

(−1)n+1P ′

n(X), et Pn+1(−X) = −2XPn(−X)− 1

n+ 1
(1+X2)P ′

n(−X) = (−1)n+1×2XPn(X)−
(−1)n+1

n+ 1
(1+X2)P ′

n(X) = (−1)n+1Pn+1(X), e qu'on voulait prouver. Les polyn�mes Pn ont

don une parité qui est elle de l'entier n.

4. (a) Oh ben tiens, une idée originale, je propose de faire une réurrene ! Au rang 1, P ′1 =
2 = 2P0 don la propriété est vraie (tehniquement, on peut même initialiser pour n = 0).
Supposons don que P ′

n = (n+1)Pn−1, e qui implique que Pn+1 = 2XPn−(1+X2)Pn−1.

Dérivons don ette égalité : P ′

n+1 = 2Pn+2XP ′

n−2XPn−1− (1+X2)P ′

n−1. On remplae

à nouveau le terme en P ′

n (en utilisant l'hypothèse de réurrene) pour obtenir P ′

n+1 =
2Pn+2(n+1)XPn−1−2XPn−1− (1+X2)P ′

n−1 = 2Pn+2nXPn−1− (1+X2)P ′

n−1. Or, en

déalant la relation de réurrene dé�nissant la suite, on a Pn = 2XPn−1−
1

n
(1+X2)P ′

n−1.

Quitte à multiplier par n, on a don 2nXPn−1 − (1 +X2)P ′

n−1 = nPn, et P
′

n+1 = 2Pn +
nPn = (n + 2)Pn, e qui prouve l'hérédité de notre réurrene.

(b) En remplaçant X par 0 dans la réurrene dé�nissant la suite, on a Pn+1(0) = − 1

n+ 1
P ′

n(0) =

−Pn−1(0) puisque P ′

n = (n + 1)Pn−1. Comme P1(0) = 0, une réurrene immédiate per-

met de prouver que, pour tout entier n = 2p + 1 impair, on a P2p+1(0) = 0. Par ontre,
omme P0(0) = 1, on aura P2p(0) = (−1)p (là enore, une réurrene faile si on veut

être rigoureux : P0(0) = 1 omme on vient de le dire, et P2p(0) = (−1)p ⇒ P2(p+1)(0) =
P2p+2(0) = −P2p(0) = (−1)p+1

).

() C'est immédiat : d'après la question a, P ′

n+1 = (n + 2)Pn, don (n + 2)

∫ x

0
Pn(t) dt =

∫ x

0
P ′

n+1(t) dt = Pn+1(x)− Pn+1(0).
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(d) On sait que P3(0) = 0, don P3(x) = 4

∫ x

0
P2(t) dt = 4

∫ x

0
3t2−1 dt = 4[t3−t]x0 = 4x3−4x.

De même, on sait que P4(0) = 1, don P4(x) = 1+ 5

∫ x

0
P4(t) dt = 1+5

∫ x

0
4t3 − 4t dt =

1 + 5[t4 − 2t2]x0 = 5x4 − 10x2 + 1.

5. (a) Par dé�nition, Pn+2 = 2XPn+1 −
1

n+ 2
(1 + X2)P ′

n+1. Or, on sait que

1

n+ 2
P ′

n+1 = Pn

(question 4a), don Pn+2 = 2XPn+1 − (1 +X2)Pn, e qui est bien la relation demandée.

(b) À x �xé, la suite (Pn(x)) est une suite réurrente linéaire d'ordre 2 d'après la question

préédente. L'équation aratéristique orrespondante (dont on notera la variable a pour

éviter les onfusions) est a2 − 2ax + (1 + x2) = 0. Son disriminant vaut ∆ = 4x2 −
4(1 + x2) = −4, qui est évidemment stritement négatif. Les raines de l'équation sont

a1 =
2x+ 2i

2
= x + i, et a2 =

2x− 2i

2
= x − i. Comme le module et l'argument de

es nombres omplexes vont être impossibles à exprimer simplement, on va se ontenter

de l'expression omplexe (vu e qui nous est demandé à la question suivante, 'est de

toute façon très bien). On en déduit don qu'il existe deux onstantes (omplexes) A et

B telles que Pn(x) = A(x + i)n + B(x − i)n. Les onditions initiales donnent P0(x) =
1 = A + B et P1(x) = 2x = (x + i)A + (x − i)B. Comme B = 1 − A, on a don

2x = (x + i)A + x − i − (x − i)A, soit x + i = 2iA et don A =
x+ i

2i
. On en déduit

B = 1−A =
i− x

2i
, soit Pn(x) =

(x+ i)n+1

2i
− (x− i)n+1

2i
.

() Ah ben oui ça ne va pas être di�ile ! D'après la question préédente, Pn oïnide ave

le polyn�me

1

2i
((X + i)n+1 − (X − i)n+1) sur R qui est un ensemble in�ni, don les deux

polyn�mes sont égaux ('est le prinipe d'identi�ation des oe�ients si on veut faire

savant).

6. Le nombre i ne pouvant pas être raine de Pn (puisque Pn(i) = (2i)n 6= 0), x est raine de Pn

si et seulement si

(

x+ i

x− i

)n+1

= 1. En posant z =
x+ i

x− i
, z est don une raine (n + 1)-ème

de l'unité, et zk = e
i 2kπ

n+1
, ave k ∈ {0, . . . , n}. Si z =

x+ i

x− i
, alors zx − iz = x + i, don

x(z − 1) = i(z + 1), et x =
i(z + 1)

z − 1
, à ondition bien entendu que z 6= 1. On supprime

don la valeur de z obtenue préédemment lorsque k = 0, et on trouve n valeurs pour x,

égales à xk =
i(ei

2kπ

n+1 + 1)

e
i 2kπ

n+1
−1

. On a bien évidemment très envie de fatoriser en haut et en bas

par l'angle moitié : xk =
ie

ikπ

n+1 (ei
kπ

n+1 + e
i−kπ

n+1 )

e
i kπ

n+1 (ei
kπ

n+1 + e
i−kπ

n+1 )
=

2i cos( kπ
n+1)

2i sin( kπ
n+1)

=
1

tan( kπ
n+1 )

(attention tout

de même, si n + 1 est pair, on ne peut pas érire la solution orrespondant à k =
n+ 1

2
,

qui vaut tout bêtement 0, sous forme d'une inverse de tangente). Ces valeurs sont toutes

distintes (les angles dont on prend les tangentes appartiennent tous à ]0, π[, intervalle sur

lequel la fontion tan est injetive), don on a obtenu n raines distintes (et réelles !) du

polyn�me Pn. Comme elui-i est de degré n, on les a toutes. Il ne faut pas oublier que

le polyn�me Pn a un oe�ient dominant égal à n + 1 avant d'érire la fatorisation : Pn =

(n+1)
n
∏

k=1

(

X − 1

tan( kπ
n+1)

)

dans le as où n est un entier pair (puisqu'alors n+1 est impair),

et Pn = (n + 1)X

n−1

2
∏

k=1

(

X − 1

tan( kπ
n+1)

)

n
∏

k=n+3

2

(

X − 1

tan( kπ
n+1)

)

quand n est impair (si on

tient vraiment à faire apparaitre les tangentes).
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7. Les relations oe�ients-raines nous assurent que la somme des raines de Pn est égale

à −bn−1

an
, où an = n + 1 est le oe�ient dominant de Pn alulé plus haut, et bn−1

est le oe�ient de degré n − 1 du même polyn�me Pn. En reprenant l'expression expli-

ite de Pn et en développant brutalement à oups de bin�me de Newton, on a bn−1 =
1

2i

((

n+ 1

n− 1

)

i2 −
(

n+ 1

n− 1

)

(−i)2
)

= 0. En fait, il n'y a rien de surprenant là-dedans, on

peut remarquer à l'aide de l'expression expliite des raines qu'elles sont opposées deux à

deux (sauf la raine nulle dans le as où n est impair). On peut aussi utiliser le fait que Pn

est pair ou impair, e qui assure que, si α est raine réelle de Pn, alors −α aussi. Comme le

polyn�me n'a que des raines réelles simples, ela assure que leur somme est nulle.

Pour le produit, les relations oe�ients-raines nous assurent qu'il est égal à

(−1)nb0
n+ 1

, où

b0 est le oe�ient onstant de Pn. Or, e oe�ient onstant est égal à Pn(0). Lorsque n

est impair, le produit est don nul, e qui n'a rien de surprenant puisque dans e as 0 est

e�etivement raine du polyn�me Pn ! Lorsque n est pair, (−1)n = 1, et on a don un produit

des raines égal à

(−1)p

2p+ 1
, en ayant posé n = 2p.

Exerie 4

1. C'est une onséquene des formules d'additions trigonométriques (ou même plus rapidement

des formules de transformation somme-produit) : cos(x + y) + cos(x − y) = cos(x) cos(y) −
sin(x) sin(y) + cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y) = 2 cos(x) cos(y).

2. Calulons plut�t le membre de droite : ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y) =
ex + e−x

2
× ey + e−y

2
+

ex − e−x

2
×ey − e−y

2
=

ex+y + ex−y + ey−x + e−x−y

4
+
ex+y − ex−y − ey−x + e−x−y

4
=

ex+y + e−x−y

2
=

ch(x + y). En utilisant la parité des fontions ch et sh, on en déduit que ch(x − y) =
ch(x + (−y)) = ch(x) ch(y) − sh(x) sh(y), et on termine omme à la question 1, en addi-

tionant les deux formules pour éliminer les produits de sh.

3. C'est omplètement trivial, il su�t d'appliquer la formule initiale à kx et ky (elle doit de

toute façon être vraie pour tout ouple de réels), en onstatant que k(x+ y) = kx+ ky.

4. En remplaçant x et y par 0 dans la relation, on a f(0)+f(0) = 2f(0)f(0), don f(0) = f(0)2,
e qui implique f(0) = 0 ou f(0) = 1. Si f(0) = 0, en remplaçant uniquement y par 0
dans la relation, on trouve 2f(x) = 0, la fontion f est don la fontion nulle. Si f(0) = 1, en
remplaçant ette fois x par 0 dans la relation, on a f(y)+f(−y) = 2f(y), soit f(−y) = −f(y),
e qui prouve bien que f est paire.

5. (a) Il su�t d'appliquer le hangement de variable u = y+x (x étant ii onsidéré omme une

onstante), on aura du = dy et les bornes deviennent x (lorsque y = 0) et x + r (lorsque

y = r), e qui donne immédiatement la formule demandée.

(b) La fontion f étant ontinue sur R, on a ertainement le droit d'intégrer la relation de

départ par rapport à y (enore une fois, x sera ii onstant) sur l'intervalle [0, r]. On

trouve alors

∫ r

0
f(x+ y) + f(x− y) dy = 2

∫ r

0
f(x)f(y) dy. On peut évidemment séparer

l'intégrale de gauhe en deux parties, et le hangement de variables v = x − y donne

∫ r

0
f(x − y) dy =

∫ x−r

x

−f(v) dv =

∫ x

x−r

f(v) dv (puisque dv = −dy ii). À droite, il

su�t de sortir la onstante f(x) de l'intégrale et on obtient la formule souhaitée.

() On a supposé que f(0) = 1. La fontion f étant ontinue en 0, la dé�nition de la limite

nous assure alors, en prenant par exemple ε =
1

2
, qu'il existe un réel r > 0 tel que,
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∀y ∈ [0, r], |f(y)− f(0)| < 1

2
, soit

1

2
< f(y) <

3

2
. Si on intègre l'inégalité de gauhe entre

0 et r, on a

∫ r

0
f(y) dy >

∫ r

0

1

2
dy =

r

2
> 0.

(d) En �xant un r onvenable, notons a =

∫ r

0
f(y) dy > 0. Notons également F une primitive

quelonque de f sur R (il en existe puisque f est ontinue sur R). On peut alors réérire

la relation de la question b sous la forme 2af(x) = F (x+ r)−F (x)+F (x)−F (x− r), soit

f(x) =
F (x+ r)− F (x− r)

2a
. La fontion F étant de lasse C1

sur R ('est une primitive

d'une fontion ontinue), le membre de droite de notre équation est de lasse C1
sur R,

don f également.

(e) Maintenant qu'on sait que f est dérivable, dérivons notre relation (sous la dernière forme

obtenue) : f ′(x) =
f(x+ r)− f(x− r)

2a
. C'est e qui est demandé, en posant c = 2a =

2

∫ r

0
f(y) dy.

(f) La relation de la question préédente prouve que f est deux fois dérivable (puisque le

membre de droite est dérivable, f ′
l'est aussi), dérivons à nouveau : cf ′′(x) = f ′(x +

r) − f ′(x − r). Or, cf ′(x + r) = f(x + 2r) − f(x) et cf ′(x − r) = f(x) − f(x − 2r),
don c2f ′′(x) = cf ′(x + r) − cf ′(x − r) = f(x + 2r) + f(x − 2r) − 2f(x). Il est temps

de revenir à la relation donnée tout au début de l'exerie et de l'appliquer ave y =
2r : f(x + 2r) + f(x − 2r) = 2f(x)f(r), don c2f ′′(x) = 2f(x)(f(r) − 1). En posant

λ =
2(f(r)− 1)

c2
(tout elà est onstant une fois r �xé), on a bien l'équation di�érentielle

souhaitée.

(g) Distinguons trois as selon la valeur de λ :

• si λ = 0, on a f ′′(x) = 0, don f est une fontion a�ne. Mais les seules fontions

a�nes paires sont les fontions onstantes, don f est la fontion onstante égale à 1
(puisque f(0) = 1 par hypothèse), qui est bien solution du problème posé.

• si λ > 0, en posant λ = ω2
, on a f ′′ − ω2f = 0, don f(x) = A ch(ωx) + B sh(ωx),

ave (A,B) ∈ R
2
(révisez votre ours sur les équations di�érentielles si ça ne vous

semble pas lair). La fontion étant paire (et ch aussi), on doit avoir B = 0 (sinon, par

exemple, f(1) = A ch(ω) +B sh(ω) et f(−1) = A ch(ω)−B sh(ω) ne sont pas égaux).
De plus, f(1) = 0 impose A = 1 (puisque ch(0) = 1), don f(x) = ch(ωx), qui est
e�etivement solution du problème (questions 2 et 3).

• si λ > 0, en posant λ = −ω2
, on a f ′′ + ω2f = 0, don f(x) = A cos(ωx) +B sin(ωx),

ave (A,B) ∈ R
2
. Comme i-dessus, on prouve que B = 0 et A = 1, don f(x) =

cos(ωx), qui est bien solution du problème.

Les solutions sont don les fontion onstantes égales à 0 et 1, et toutes les fontions de
la forme x 7→ ch(ωx) ou x 7→ cos(ωx), ave ω ∈ R.
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