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Exerie 1

1. (a) C'est essentiellement évident : si on onnait les deux premiers termes de la suite, alors

on pourra aluler par réurrene double triviale haun des termes suivants, et réipro-

quement on ne peut pas dé�nir la suite sans onnaitre ses deux premiers termes puisque

eux-i peuvent être hoisis librement.

(b) La suite nulle véri�e la relation de réurrene (0 − 0 + 0 = 0, ça marhe assez bien). Si

(un) véri�e la relation, alors (λun) aussi (il su�t de multiplier la relation par λ), et si (vn)
est une deuxième suite véri�ant la même relation, en additionnant les deux égalités, on

obtiendra immédiatement que (un + vn) est aussi une suite de F . L'ensemble F est don

bien un sous-espae vetoriel de E.

() Ces deux suites sont bien dé�nies de façon unique d'après les remarques faites à la pre-

mière question. Elles forment une famille libre de façon évidente puisqu'elles ne sont pas

proportionnelle : si avn + bwn = 0, on obtient immédiatement a = 0 en prenant n = 0 et

b = 0 en posant n = 1. Le aratère générateur est moins évident. Soit (un) une suite ap-

partenant à F , posons, pour tout entier n, zn = u0×vn+u1×wn. La suite (zn) appartient
ertainement à F puisqu'elle est ombinaison linéaire des deux suites (vn) et (wn) qui sont
don F . De plus, par onstrution, z0 = u0×1+u1×0 = u0, et de même z1 = u1. La suite

(zn) est don une suite de F ayant les mêmes premiers termes que (un), elle est forément

égale à (un). Comme (zn) ∈ Vect((vn), (wn)) par onstrution, on a bien prouvé que notre

famille est génératrie de F , et don une base de F . On en déduit immédiatement que

dim(F ) = 2.

2. (a) Dans e as, la relation peut s'érire un+1 =
un + un+2

2
, e qui est e�etivement une dé�-

nition possible des suites arithmétiques ('est même l'origine du nom donné à es suites :

haque terme de la suite est la moyenne arithmétique des deux termes qui l'entourent ; si

on remplae ette ondition par une moyenne géométrique, on obtient sans grande surprise

des suites géométriques !). Une façon originale de faire : les suites arithmétiques véri�ent

en e�et ette ondition, puisque un = u0 + nr ⇒ un + un+2 = 2u0 + (2n + 2)r = 2un+1,

et l'espae vetoriel des suites arithmétiques est de dimension 2 (une suite arithmétique

étant dé�nie de façon unique par son premier terme et sa raison). Comme il est inlus

dans F et que F est lui-même de dimension 2, on en déduit qu'ils sont égaux, et que les

suites de F sont toutes les suites arithmétiques.

(b) Il su�t d'érire la ondition, en remplaçant un par sa valeur : ptk+2− tk+1+(1−p)tk = 0.
On fatorise par tk (qui ne sera pas nul si on hoisit un t 6= 0) pour obtenir immédiate-

ment pt2 − t + 1 − p = 0. L'équation du seond degré obtenu admet pour disriminant

∆ = 1− 4p(1− p) = 4p2− 4p+1 = (2p− 1)2, et pour raines t1 =
1 + 2p− 1

2p
= 1, et t2 =

1− 2p+ 1

2p
=

1

p
− 1. Les deux suites (vn) = (1) (suite onstante) et (wn) =

((

1

p
− 1

)n)

appartiennent don à F et, n'étant pas proportionnelles, forment une famille libre d'élé-

ments de F . Comme F est de dimension 2, la famille ((un), (vn)) est don une base de
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F . Toute suite appartenant à F peut don s'érire sous la forme un = A + B

(

1

p
− 1

)n

.

Notez qu'on vient ainsi de démontrer à l'aide d'espaes vetoriels un as partiulier du

théorème sur les suites réurrentes linéaires d'ordre 2 (dont le as général se démontre

rigoureusement par la même méthode).

() On sait dans e as que (un) est une suite arithmétique, don un = u0 + nr = 1 + nr. La

ondition ui = 0 implique 1 + ri = 0, soit r = −1

i
, et on en déduit que un = 1− n

i
.

(d) Cette fois-i on sait que un = A + Bxn. La première ondition initiale (pour n = 0) se

traduit par l'égalité A + B = 1, et la deuxième par A + Bxi = 0. En soustrayant les

deux, on a B(1 − xi) = 1, soit B =
1

1− xi
, puis A = 1 − B = − xi

1− xi
. Finalement,

un =
xn − xi

1− xi
.

3. (a) C'est exatement la même méthode, l'ensemble G est un sous-espae vetoriel de E de

façon évidente en revenant à la dé�nition. On dé�nit ensuite trois suites appartenant à

G de la façon suivante : v0 = 1, v1 = v2 = 0 et les termes suivants de la suite (vn) sont
déterminés par la relation de réurrene dé�nissant G ; w1 = 1, w0 = w2 = 0 et de même

(wn) ∈ G ; et en�n t0 = t1 = 0 et t2 = 1 ave (tn) ∈ G. Ces trois suites forment très

lairement une famille libre de G, mais aussi une famille génératrie ar toute suite (un)
appartenant à G peut s'érire un = u0vn+u1wn+u2tn (exatement le même raisonnement

qu'en 1.c). Du oup, (v,w, t) est une base de G, qui est un espae vetoriel de dimension

3.

(b) On opie ette fois-i le raisonnement de la question 2.b : la suite géométrique de raison

t est dans G si 4t3 − 4t2 − t + 1 = 0. Or, ette équation se fatorise sous la forme

4t2(t−1)− (t−1) = 0, soit (t−1)(4t2−1) = 0. Elle admet pour solution t1 = 1, t2 =
1

2
et

t3 = −1

2
. Les trois suites z1 = (1), z2 =

(

1

2n

)

et z3 =

(

−1

2

)n

appartiennent don à G.

Elles forment par ailleurs une famille libre : si on suppose que az1+ bz2+ cz3 = 0, alors on

aura a+ b+ c = 0 (pour n = 0) ; a+
1

2
b− 1

2
c = 0 (pour n = 1) et a+

1

4
b+

1

4
c = 0 (pour

n = 2). La soustration des deux premières équations donne

1

2
b+

3

2
c = 0, la soutration

des deux dernières donne

1

4
b − 3

4
c = 0, es deux onditions ne peuvent être véri�ées que

si b = c = 0, et don a = 0. Cette famille libre de trois suites dans un espae vetoriel de

dimension 3 est néessairement une base de G.

() Toute suite appartenant à G peut don s'érire sous la forme un = A+
B

2n
+

C

(−2)n
. Ave

les onditions initiales données, et quitte à multiplier par 2 et 4 les deux dernières, on

doit don résoudre le système







a + b + c = 1
2a + b − c = 5
4a + b + c = 7

. Soustraire les deux équations

extrêmes donne immédiatement 3a = 6, soit a = 2. On a ensuite b+ c = −1 et b− c = 1,

dont on déduit failement que b = 0 et c = −1. Autrement dit, un = 2−
(

−1

2

)n

.

Exerie 2 (ba S 1994)

I. Étude d'une suite impliite.

1. Les fontions gn sont dé�nies et de lasse C∞
sur ]0,+∞[. Elles sont par ailleurs stritement

roissantes sur et intervalle omme sommes de fontions roissantes. Le alul des limites ne
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pose auune di�ulté puisqu'il n'y a pas de forme indéterminée : lim
x→0

gn(x) = −∞ (sauf dans

le as très partiulier où n = 0, qui aurait logiquement du être éliminé par l'énoné, où la

fontion a�ne g0 : x 7→ x est bien entendu dé�nie sur R), et lim
x→+∞

gn(x) = +∞. Puisqu'on

nous le demande, dressons don un tableau de variations sans intérêt :

x 0 +∞

gn

−∞

�✒
�

�

+∞

2. La fontion gn étant bijetive de ]0,+∞[ vers R, l'équation admet e�etivement une solution

unique. En supposant n 6= 0, on a gn(1) = 1 − n 6 0, et gn(e
2) = e2 − n +

n

2
× 2 = e2 > 0,

don, par roissane de la fontion gn, 1 6 un < e2.

3. Par dé�nition, gn(un) = 0, don un − n+
n

2
ln(un) = 0, don

n

2
ln(un) = n− un et ln(un) =

2− 2

n
un.

4. Calulons don gn+1(un) = un−n−1+
n+ 1

2
ln(un) = n− n

2
ln(un)−n−1+

n+ 1

2
ln(un) =

1

2
ln(un) − 1. Or, on sait que un < e2, don

1

2
ln(un) < 1, et gn+1(un) < 0. Comme par

dé�nition gn+1(un+1) = 0, on a don gn+1(un) < gn+1(un+1) et, par roissane de la fontion

gn, un < un+1, e qui prouve que la suite (un) est stritement roissante.

5. La suite étant roissante et majorée par e2, elle onverge ertainement. De plus, 0 6
2

n
un 6

2e2

n
, don, en appliquant le théorème des gendarmes, lim

n→+∞

2

n
un = 0. La relation démontrée

plus haut implique alors que lim
n→+∞

ln(un) = 2, don que (un) onverge vers e2.

6. En reprenant la relation de la question 3 (et onnaissant la limite de la suite), on peut

maintenant érire que ln(un) = 2 − 2e2

n
+ o

(

1

n

)

, soit un = e2−
2e

2

n
+o( 1

n
) = e2 × e−

2e
2

n
+o( 1

n
)
.

Un développement limité à l'ordre 1 de l'exponentielle de droite (e qui se trouve à l'intérieur

a une limite nulle) donne alors un = e2
(

1− 2e2

n
+ o

(

1

n

))

= e2 − 2e4

n
+ o

(

1

n

)

, soit si on

préfère e2 − un ∼ 2e4

n
.

Pour obtenir mieux, on reprend le alul préédent à un ordre supérieur : un = e2×e
− 2e

2

n
+ 4e

4

n2 +o( 1

n2 )
,

soit

un

e2
= 1 − 2e2

n
+

4e4

n2
+

2e4

n2
+ o

(

1

n2

)

en e�etuant le DL de l'exponentielle à l'ordre 2.

On en déduit don que un = e2 − 2e4

n
+

6e6

n2
+ o

(

1

n2

)

.

7. Il ne reste plus qu'un alul pour terminer :

un

e2
= e

− 2e
2

n
+ 4e

4

n2
− 12e

6

n3
+o( 1

n3
) = 1 − 2e2

n
+

4e4

n2
−

12e6

n3
+
2e4

n2
− 8e6

n3
− 8e6

6n3
+o

(

1

n3

)

en poussant ette fois le DL à l'ordre 3 (et en n'oubliant pas

bien entendu le double produit dans le développement du arré). Conlusion de e palpitant

alul : un = e2 − 2e4

n
+

6e6

n2
− 64e8

3n3
+ o

(

1

n3

)

.
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II. Étude d'une fontion.

1. Il n'y a auune di�ulté en 0 : le numérateur a pour limite +∞ et le dénominateur tend vers

0 en restant positif, don lim
x→0

f(x) = +∞. En +∞, on peut érire f(x) =
√
x − ln(x)

2
√
x
. Par

roissane omparée lassique, lim
x→+∞

ln(x)√
x

= 0, don lim
x→+∞

f(x) = +∞.

2. La fontion f est dérivable sur son intervalle de dé�nition, de dérivée (en reprenant l'expres-

sion donnée dans la première question) f ′(x) =
1

2
√
x
−

2
√
x

x
− ln(x)√

x

4x
=

1

2
√
x
− 2− ln(x)

4x
√
x

=

2x− 2 + ln(x)

4x
√
x

=
g1(x)

2x
√
x
.

3. Le dénominateur de l'expression obtenue à la question préédente est bien entendu positif sur

]0,+∞[, don f ′(x) est du signe de g1(x). On a vu dans la première partie que ette dernière

fontion était négative sur ]0, u1] et positive sur [u1,+∞[, mais ii on est tout à fait apable

de aluler la valeur de u1, puisqu'on a manifestement g1(1) = 0, don u1 = 1. Ne reste plus

qu'à aluler f(1) =
2

2
= 1, et à dresser le tableau :

x 0 1 +∞

f

+∞

❍❍❍❥1

✟✯✟✟

+∞

4. On a déjà signalé plusieurs fois que f(x)−
√
x = − ln(x)

2
√
x
, et on a même déjà donné la limite

(nulle) de ette expression. La ourbe représentative de f se rapprohera don de elle de la

raine arrée en +∞ (on ne peut pas parler d'asymptote au sens lassique du terme puisqu'il

ne s'agit bien entendu pas d'une droite).

5. Pour obtenir es positions relatives, on étudie le signe de − ln(x)

2
√
x
, qui est simplement de signe

opposé à elui de ln(x). La ourbe est don au-dessus de C0 sur ]0, 1[, oupe C0 au point de

oordonnées (1, 1), et se trouve en-dessous ensuite.

6. Voii une allure (ave C en rouge et C0 en bleu, le rapprohement des deux ourbes à l'in�ni

n'est pas �agrant ar la onvergene vers 0 de la di�érene est lente) :
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0

1

2

3

4

5

III. Étude d'une suite.

1. Toujours en utlisant la forme f(x) =
√
x− ln(x)

2
√
x
, on peut séparer le alul en deux parties :

I1 =

∫ 2

1

√
x dx =

[

2

3
x

3

2

]2

1

=
2

3
(2
√
2 − 1) =

4

3

√
2 − 2

3
. Pour la deuxième partie, on va

e�etuer une IPP en posant u(x) = ln(x), don u′(x) =
1

x
, et v′(x) =

1

2
√
x

qui donne

par exemple v(x) =
√
x. On alule alors I2 =

∫ 2

1

ln(x)

2
√
x

dx = [ln(x)
√
x]21 −

∫ 2

1

1√
x

dx =

ln(2)
√
2− [2

√
x]21 = ln(2)

√
2−2

√
2+2. Finalement, I = I1− I2 =

(

10

3
− ln(2)

)√
2− 8

3
. Une

valeur qu'on quali�era généreusement de pas vraiment sympathique.

2. La fontion f est roissante sur [1,+∞[, don, si k > 0, elle l'est également sur l'inter-

valle

[

1 +
k

n
, 1 +

k + 1

n

]

. On peut don érire, pour tout x appartenant à et intervalle, que

f

(

1 +
k

n

)

6 f(x) 6 f

(

1 +
k + 1

n

)

. Il su�t alors d'intégrer et enadrement sur l'intervalle

en question pour obtenir elui de l'énoné (les fateurs

1

n
orrespondant simplement à la

largeur de l'intervalle pour les deux intégrales extrêmes qui sont des intégrales de onstantes).

3. On additionne les enadrements préédents pour toutes les valeurs de k omprises entre 0

et n − 1. Au milieu, la relation de Chasles donne

n−1
∑

k=0

∫ 1+ k+1

n

1+ k

n

f(x) dx =

∫ 2

1
f(x) dx = I.

La somme de gauhe va s'érire

n−1
∑

k=0

1

n
f

(

1 +
k

n

)

= Sn − f(2)

n
(il ne manque que le terme

numéro n pour reonnaitre Sn, et e dernier est bien égal à

f(2)

n
). De même à droite
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n−1
∑

k=0

1

n
f

(

1 +
k + 1

n

)

=

n
∑

k=1

1

n
f

(

1 +
k

n

)

= Sn − f(1)

n
ave un petit hangement d'indie.

On déduit de e nouvel enadrement que I +
f(1)

n
6 Sn 6 I +

f(2)

n
, et une appliation

direte du théorème des gendarmes permet de onlure que lim
n→+∞

Sn = I.

4. Il s'agit en fait d'un alul de somme de Riemann, au simple détail près qu'on a n+1 termes

dans la somme au lieu d'en avoir n, e qui ne hange bien sûr pas la limite après la division

par n.
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