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Étude dans le as où u0 ∈ R.

1. La fontion f est évidemment de lasse C∞
sur R, de dérivée f ′(x) = 1 + 2x. Cette dérivée

s'annule pour x = −1

2
, où f ademt un minimum de valeur f

(

−1

2

)

= −1

2
+
1

4
= −1

4
. De plus,

lim
x→±∞

f(x) = +∞, et f(x)−x = x2 est toujours positif, la ourbe sera don toujours située au-

dessus de la droite d'équation y = x, ave un point d'intersetion à l'origine du repère. Lorsque

u0 =
1

2
, on peut aluler u1 =

1

2
+

1

4
=

3

4
; u2 =

3

4
+

9

16
=

21

16
et u3 =

21

16
+

441

256
=

777

256
≃ 3,

et traer la ourbe demandée :
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2. Commençons par signaler que l'intervalle

[

−1

4
, 0

]

est stable par f : en e�et, f est roissante

sur et intervalle, f

(

−1

4

)

> −1

4
d'après l'étude de signe de f(x) − x (même pas la peine

de aluler la valeur exate), et f(0) = 0. On prouve alors par réurrene triviale que tous

les termes de la suite sont ompris entre −1

4
et 0 : 'est le as pour u0 par hypothèse, et

un ∈
[

−1

4
, 0

]

⇒ un+1 ∈
[

−1

4
, 0

]

par stabilité de l'intervalle. La suite (un) est don bornée,

et roissante puisque un+1−un = f(un)−un = u2n > 0 (la suite (un) sera d'ailleurs roissante

quelle que soit la valeur de u0), elle onverge néessairement (puisqu'elle est en partiulier

majorée par 0). Comme il s'agit d'une suite réurrente, elle ne peut onverger que vers un
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point �xe de la fontion f , qui n'en a qu'un seul, en l'ourrene 0. On en déduit don que

lim
n→+∞

un = 0.

Si u0 > 0, la suite est toujours roissante, mais ne peut onverger vers 0 puisqu'elle sera

minorée par son premier terme u0 qui est par hypothèse stritement positif. Comme 0 est le

seul point �xe de f , la suite ne peut pas onverger. Comme est roissante, elle diverge alors

néessairement vers +∞.

3. C'est en fait la même hose qu'à la question préédente : l'intervalle [−1, 0] est stable par f

(puisque la fontion y est déroissante puis roissante, ave un minimum égal à −1

4
, et que

f(−1) = f(0) = 0), don tous les termes de la suite appartiendront à [−1, 0] si u0 ∈
[

−1,−1

4

[

.

La suite sera alors roissante et majorée et onvergera néessairement vers 0. Au ontraire,

si u0 < −1, on aura u1 > 0, et, à l'exeption de son premier terme, la suite sera minorée par

u1 > 0 et divergera néessairement vers +∞. Notons en passant que u0 = −1 est la seule

valeur pour laquelle la suite est stationnaire (on aura toujours un = 0 à partir du rang 1), et
u0 = 0 est bien sûr la seule valeur pour laquelle la suite est onstante.

Vitesse de onvergene lorsque u0 ∈]− 1, 0[.

1. On va bien sûr proéder par réurrene. La propriété au rang 0 s'énone −1 < u0 < 0, e
qui est exatement l'hypothèse e�etuée. L'intervalle ]− 1, 0[ étant stable par f , l'hypothèse

de réurrene implique failement que un+1 < 0. De plus, si n = 0, on a u1 > −1

4
> −1

2
puisque la fontion f est minorée par −1

4
, don l'hérédité est prouvée lorsque n = 0. Si n > 1,

la fontion f est stritement roissante sur

]

− 1

n+ 1
, 0

[

, don l'hypothèse − 1

n+ 1
< un

implique un+1 > f

(

− 1

n+ 1

)

= − 1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
= − n

(n+ 1)2
. Or,

1

n+ 2
− n

(n+ 1)2
=

(n + 1)2 − n(n+ 2)

(n+ 1)2(n+ 2)
=

1

(n+ 1)2(n+ 2)
> 0, don − n

(n+ 1)2
> − 1

n+ 2
, et on peut déduire

du alul préédent que un+1 > − 1

n+ 2
, e qui ahève notre réurrene.

2. Calulons don vn+1 − vn = (n+1)un+1 −nun = (n+1)(un + u2
n
)−nun = un + (n+1)u2

n
=

un(1 + (n + 1)un). Or, un < 0 d'après la question préédente, et (n + 1)un > −1, don
1 + (n + 1)un > 0. On a don vn+1 − vn < 0, la suite (vn) est bien déroissante. De plus,

toujours d'après la question préédente, on a − n

n+ 1
< vn < 0, don a fortiori −1 < vn < 0.

La suite est don déroissante et minorée par −1, elle onverge néessairement vers une

limite appartenant à [−1, 0[ (0 exlus ar (vn) est majorée à partir du rang 1 par son terme

v1 = u1 < 0).

3. En reprenant le alul déjà e�etué plus haut, wn = nun(1 + nun + un) = vn(1 + un + vn).
Comme (un) onverge vers 0 et (vn) vers l, le résultat demandé est immédiat.

4. Supposons don que n est au moins égal au rang à partir duquel an+1−an >
k

n
. On peut alors

érire (somme télesopique) a2n − an =
n−1
∑

i=0

an+i+1 − an+i. Or, haun des termes de ette

sommes est par hypothèse minoré par

k

n+ 1
, qui est lui-même toujours plus grand que

k

2n

quand i 6 n− 1. On en déduit que a2n − an >

n−1
∑

i=0

k

2n
=

nk

2n
=

k

2
. Si la suite (an) ne diverge

pas vers +∞, omme elle est roissante, 'est qu'elle onverge vers une limite µ. Mais alors
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lim
n→+∞

a2n − an = µ − µ = 0, e qui est di�ilement ompatible ave le fait que a2n − an est

minoré par une onstante stritement positive

k

2
. On a don néessairement lim

n→+∞
an = +∞.

5. Supposons don, par l'absurde, que l 6= −1, alors l(1 + l) = α est une onstante stritement

négative. À partir d'un ertain rang, on aura néessairement wn <
α

2
(en revenant à la

dé�nition de la limite), don vn+1 − vn <
α

2n
. En posant an = −vn et k = −α

2
, la suite (an)

véri�e les hypothèses de la question préédente, et diverge don vers +∞. C'est très gênant,

puisque elà implique que (vn) tend vers −∞, alors qu'elle est minorée par −1. L'hypothèse
est don absurde, et l = −1.

Étude dans le as où u0 ∈ C, ave |u0| > 2.

1. C'est une appliation triviale de l'inégalité triangulaire |z| > |z + z′| − |z′|, ave z = a+ 1 et

z′ = −1. Il y aura égalité si et seulement si a+1 et −1 sont alignés sur une même demi-droite

dans le plan omplexe (pour que l'inégalité triangulaire soit une égalité), et si |a| = 2 (pour

que la minoration de |a| par 2 soit aussi une égalité). On doit don avoir a + 1 = −λ, ave

λ ∈ R
+
, soit a = −1− λ, e qui ne peut avoir un module égal à 2 que si λ = −1, auquel as

a = −2.

2. On sait que |un+1| = |un+u2n| = |un|×|1+un|. La question préédente permet alors d'a�rmer

que, par une réurrene triviale, on aura toujours |un| > 2 et |un+1| > |un|. En partiulier,

|un| sera toujours supérieur ou égal à 2, et si |un| > 2 pour un entier n donné, alors tous les

modules suivants seront aussi stritement supérieurs à 2. Or, la première question prouve que

|u1| > 2 sauf si u0 = −2. Si u0 6= −2, l'inégalité |un| > 2 est don véri�ée à partir du rang 1,
et si u0 = −2, alors u1 = −2 + 4 = 2 et u2 = 2 + 4 = 6 a un module stritement supérieur à

2, e qui prouve que dans tous les as l'inégalité strite sera véri�ée à partir du rang 2.

3. Il su�t dérire que |un + 1| > |un| + 1 > |u1| + 1 = 1 + k (la première inégalité déoule de

l'inégalité triangulaire, omme à la première question de ette partie) pour déduire du alul

de la question préédente que |un+1| = |un| × |1 + un| > (1 + k)|un|. La suite (|zn|) est don
minorée (à partir du rang 1), par une suite géométrique de raison stritement supérieure à 1
qui a don pour limite +∞. On en déduit immédiatement que lim

n→+∞
|un| = +∞.

Étude de l'ensemble des valeurs de u0 ∈ C pour lesquelles (un) onverge.

1. Calulons don un+1 = (an + ibn)
2 + an + ibn = a2

n
+2ianbn − b2

n
+ an + ibn = a2

n
− b2

n
+ an +

ibn(2an + 1). On en déduit que an+1 = a2
n
− b2

n
+ an et bn+1 = bn(1 + 2an).

2. Supposons don que z = a+ ib ∈ R, alors d'après la question préédente f(z) a pour partie

imaginaire b(2a + 1). Or, −1 6 a 6 0 ⇒ −1 6 2a + 1 6 1, don |b(2a + 1)| 6 |b| 6
√
3

2
. De

plus, l'étude de la fontion f e�etuée en tout début de devoir assure que −1

4
6 a2 + a 6 0,

et omme 0 6 b2 6
3

2
, on en déduit que −1

4
− 3

4
6 a2 + a− b2 6 0, exatement e qu'on veut

pour avoir f(z) ∈ R. Si on suppose au départ les inégalités strites, on aura |2a + 1| < 1,

e qui assure une inégalité strite pour |b(2a + 1)|. Et on aura par ailleurs −1

4
6 f(a) < 0

(attention, l'inégalité à gauhe reste large) et −3

4
< −b2 6 0 (là enore, une seule inégalité

strite), e qui donne bien deux inégalités strites à l'arrivée, don f(z) ∈ R̊. Pour que l'image

d'un élément du bord reste au bord, il faut qu'au moins une des inégalités reste large. On

doit don avoir 2a + 1 = ±1, soit a = −1 ou a = 0, et b = ±
√
3

2
(l'inégalité sur la partie
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imaginaire restera alors large) ; ou a = −1

2
ave b = ±

√
3

2
; ou enore a = −1 ou a = 0

ave b = 0 (tous es as donnent une inégalité large pour la partie réelle). Véri�ons e qui se

passe pour haun des as orrespondants : si z =
i
√
3

2
, f(z) = −3

4
+ i

√
3

2
, et f(f(z)) est

don à l'intérieur du retangle. Même hose lorsque z = − i
√
3

2
. Si z = −1 +

i
√
3

2
, on aura

f(z) = −1+ i

√
3

2
+1− 3

4
− i

√
3 = −3

4
− i

√
3

2
, dont l'image va à nouveau être à l'intérieur du

retangle. Idem lorsque z = −1− i
√
3

2
. Si z = −1

2
±i

√
3

2
, alors f(z) = −1, don f(f(z)) = 0 et

la suite va alors stationner, tous les termes suivants étant égaux à 0. Les derniers as z = −1
et z = 0 donnent enore plus rapidement des suites stationnaires. Dans tous les as, f(f(z))
se trouve dans R̊ sauf si la suite stationne à 0, e qui se produira de toute façon avant le rang

3. Par réurrene triviale, les termes suivant le terme numéro 3 seront aussi dans R̊ puisque

l'ensemble est laissé stable par f .

3. On a déjà vu plus haut que |bn+1| = |bn|×|1+2an| 6 |bn|, don la suite (|bn|) est déroissante

et minorée par 0, elle onverge néessairement vers une limite véri�ant 0 6 λ <

√
3

2
(inégalité

strite à droite puisque les aluls de la question préédente assurent que |bn| ne peut pas

rester onstamment égal à

√
3

2
).

4. Supposons par l'absurde que λ > 0, alors au moins à partir d'un ertain rang bn 6= 0, et

|1 + 2an| =
|bn+1|
|bn|

admet néessairement pour limite 1 (puisque bien entendu lim
n→+∞

|bn+1| =
lim

n→+∞
|bn| = λ). Malheureusement, 1 + 2an est un réel dont on ne onnait pas le signe, mais

son arré, lui, admet ertainement pour limite 1, soit lim
n→+∞

1 + 4an + 4a2n = 1. On a don

lim
n→+∞

an + a2n = 0. Mais alors an+1 = an + a2n − b2n tend vers −λ2
(bn étant lui-même un réel

de signe inonnu, son arré a la même limite que |bn|2), don lim
n→+∞

an = −λ2
. Comme on sait

que lim
n→+∞

an + a2n = 0, on en déduit que −λ2+λ4 = 0, e qui implique que λ = 0 ou λ = ±1.

Ave les hypothèses e�etuées, on devrait don avoir λ = 1, e qui est interdit par le fait que

λ <

√
3

2
. Bref, on a néessairement λ = 0.

5. Remarquons déjà que la suite (b2
n
) est déroissante, puisque (|bn|) l'est, don an + b2

n
6

an + b2
n−1 (si n > 1). Or, an = an−1 + a2

n−1 − b2
n−1, don an + b2

n
6 an−1 + a2

n−1, qui est

négatif puisque an−1 ∈ [−1, 0] (revoir l'étude de la fontion f si besoin). On peut alors érire

|1+un|2 = |1+ an+ ibn|2 = (1+ an)
2 + b2n = 1+ (an+ a2n)+ (an+ b2n). Les deux termes entre

parenthèses étant négatifs, on a don |1 + un|2 6 1, don |1 + un| 6 1. Cei su�t à prouver

que la suite (|un|) est déroissante (puisque |un+1| = |1 + un| × |un|), et don onvergente

(elle est trivialement minorée par 0).

6. D'après la question préédente, (|un|2) est une suite onvergente, don (a2n + b2n) onverge.

Comme b2n onverge également, on en déduit que (a2n) onverge. Mais omme an est toujours

négatif, la suite (an) elle-même est don onvergente (puisqu'on a an = −
√

a2n). On sait

déjà que (bn) onverge, don (un) onverge (une suite omplexe onverge si et seulement si

ses parties réelle et imaginaire onvergent). Si (un) onverge vers une ertaine limite l, alors

(un+1) aussi, et par passage à la limite, l = l + l2, don l = 0 (en fait, l'argument du point

�xe pour les suites réurrentes reste valable pour une suite omplexe).

7. Personne n'ayant jugé bon de s'intéresser aux questions subsidiaires, je ne les orrige pas (bon,

je le ferai le jour où j'aurais rattrapé tout mon retard sur le reste des mises à jour du site).
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