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Qu’est-ce qu’un ours cartésien ¢
Un ours polaire ... aprés changement de coordonnées !

Introduction

Ce premier chapitre de géométrie sera consacré a rappeler les principales définitions et propriétés
relatives & la géométrie analytique dans le plan. Autrement dit, nous travaillerons toujours avec
des coordonnées. Nous en profiterons pour définir correctement le produit scalaire et le déterminant
dans le plan. Nous ferons également un bilan de tout ce qu’il y a a savoir sur les deux types d’objets
géométriques les plus simples et les plus couramment utilisés dans le plan : les droites et les cercles.

Objectifs du chapitre :

e maitrise de la géométrie vectorielle et analytique élémentaire.
e capacité a calculer et manipuler des équations d’objets simples, notamment a 1’aide de déter-
minants et de produits scalaires.

1 Repérage dans le plan

1.1 Rappels sur les vecteurs

Nous ne chercherons absolument pas & donner ici une définition de la notion de vecteur, qui
reviendrait & tenter la peu satisfaisante caractérisation d’un vecteur par les trois données que sont sa
direction, son sens et sa norme, comme vous avez pu le voir au lycée. Pour 'instant, contentons-nous
de garder notre vision intuitive de ce qu’est un vecteur : un objet mathématique caractérisant une
translation, et concentrons-nous sur les opérations que nous connaissons les concernant.

Définition 1. Soient @ et ¥ deux vecteurs, et t et ¢’ les translations correspondantes. Le vecteur
U + U est le vecteur caractérisant la translation ¢ ot. Une autre fagon de voir les choses en utilisant
des points : si les trois points A, B et C vérifient U = ﬁ et U = B?, alors W+ U = 1@ (en
effet, B=1t(A) et C =t/(B) donc C =t 0 t(A)). Cest la fameuse relation de Chasles.

Définition 2. A tout vecteur @ et a tout réel A, on peut associer un vecteur /\7, de méme direction
de méme sens si A > 0 et de sens opposé sinon, et de norme mutlipliée par |A|. Ce produit est appelé
produit extérieur d’un vecteur par un nombre réel.

Définition 3. L’ensemble de tous les vecteurs du plan, muni de ces deux opérations de somme et
de produit extérieur, est un espace vectoriel réel. L’élément neutre pour la somme de vecteurs est le
vecteur nul, noté 0.
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Remarque 1. En termes de points, on aura AA = 0, et BA= —jﬁ
Définition 4. Un vecteur est unitaire (ou normé) s’il a une norme égale a 1.

Définition 5. Deux vecteurs sont colinéaires s’ils forment un angle nul modulo 7, ou si I'un des

m
deux est nul. Ils sont orthogonaux s’ils forment un angle droit, c’est-a-dire un angle de 5 modulo
.

1.2 Repéres cartésiens
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Définition 6. Une base du plan est la donnée d’un couple de vecteurs ( 7, j ) non colinéaires. Un
. , , . —- N . > =

repére du plan est la donnée d’un triplet (O, i, 5 ), ot O est un point du plan et ( i, j ) forment

une base du plan. Le point O _e)st alors appelé origine du repére, et les droites passant par O et

dirigées par les vecteurs i et j axes du repére, usuellement notés (Ox) et (Oy).

Définition 7. Une base (¢, j ) (et les repéres correspondants) est orthogonale si les vecteurs i

%
et 7 sont orthogonaux. Elle est orthonormale si de plus || ¢ ||=| 7 ||= 1. Un repére orthonormal

estdlrect51(z,]):g

& )_)une base du plan. Tout vecteur du plan peut s’écrire de fagcon unique

sous la forme ¥ = x 7, ol x et y sont deux réels appelés coordonnées du vecteur U dans la

base (i, j).
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Théoréme 1. Soit (i, j
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Définition 8. Soit (O, i, j ) un repére du plan, et M un point du plan. Les coordonnées du
point M sont les coordonnées du vecteur OM dans la base (7, j ). On notera ces coordonnées sous

la forme M (x;y).
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Dans ce repére, le point M a pour coordonnées <§, 2).

Remarque 2. Cette derniére définition constitue en fait une identification entre I’ensemble des points
du plan, ensemble des vecteurs du plan, et 'ensemble R? des couples de réels.

Meéthode : 1l existe évidemment énormément de repéres dans le plan, et il faut étre capable de passer
d’un repére a 'autre. Plutét que de vous donner des formules lourdes dans le cas général, je préfére
vous expliquer la méthode, les calculs étant faciles a refaire. Considérons donc un point M, qui admet
pour coordonnées (z,y) dans un premier repére (O, i, j ), et dont on cherche a calculer les nouvelles
coordonnées (2, 1’) dans un second repére (O’, i, j'). Pour cela, il faudra bien entendu au préalable
. o . . N T
avoir exprimé les vecteurs de la seconde base dans la premiére : ¢/ =ai +bj,et j =ci +dj.
— — -, = - — >

On écrit alors O'M = O'O4+OM = —zpri —yorj +txi +yj = (@ —z0)i +y—yor)J-
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Comme par, ailleurs on a par définition O'M = x’? + y/7 =ax' i +b'j +eyi +dyj =
(ax'+cy') i + (bx' +dy') j, on obtient les deux équations © —xor = ax’ +cy’ et y —yor = b’ +dy'.
Reste un systéme a résoudre. Alternativement, on peut partir des coordonnées du point O dans le
nouveau repére pour obtenir des formules donnant z’ et 3’ en fonction de x e‘L?.
Exemple : Considérons un premier repére (O, i, j ) et un second (O’,?, J"), ot O’ a pour co-
ordonnées (—1;2) dans lancien repére, et i = i + j, et 77 = —i + 3. On considére le
point M ayant pour coordonnée (3,3) dans le premier repére et on cherche ses coordonnées (2/,y’)
. = = == 5 - = -
dans le second. On écrit donc 3¢ +3j = OM = O0"+O'M = —i +25 +2'i +y' 5 =
e Pt : L = , N LT
—i +25 +2(i +7)+y(—i +35)=(-14+2"—9¢")i +(2+2"+3y)j. Par identification,
on a donc les deux équations 4 = 2/ + 1’ et 1 = 2’ + 3y’. Une petit soustraction donne 3 = —2y/; soit

y = —g, puis ' =4 —¢ = 1—21 Les coordonnées cherchées sont donc (%, —g)
Proposition 1. Soient (O, ?, ?) et (O, 7, ?) deux repéres orthonormaux directs, et § = (7, 7),
alors les coordonnées (2/,y’) d’un point M dans le nouveau repére sont en relation avec celles de
lancien, notées (z,y), via les formules :

x—xor = cos(0)x’ —sin(6)y’

y—yor = sin(f)a’ + cos(6)y

1.3 Répérage polaire

Le repérage polaire est une autre fagon de décrire les points du plan & l'aide de deux réels, qui
suppose un repére orthonormal direct déja fixé. Si on veut se ramener aux notions vues sur les
nombres complexes, le repérage cartésien (couple de coordonnées (z,y)) correspond a Iécriture d’'un
nombre complexe sous forme algébrique z = a + ib, alors que le repérage polaire sera ’équivalent de

la forme exponentielle z = re®.

Définition 9. Soit (O, 7, J
réel 6 est le repére orthonormal direct (O, @ (6), 7' (0)), ot © (#) = cos(f) 7 + sin(6)
—sin(f) i +cos(f) j .

) un repére orthonormal direct, et § € R. Le repére polaire associé au
ﬁ
J

et T() =

Remarque 3. Les vecteurs de base du repére polaire associé a 'angle 6 sont parfois notés U, (au lieu
de 7(0)) et ug (au lieu de v(6 )) Le repére polaire associé a I’angle 6 correspond simplement a une
rotation d’angle 6 du repére orthonormal (O, i, j ).

Définition 10. Soit (O, ?, 7) un repére orthonormal direct, et M un point du plan distinct de
Iorigine O du repére. Un couple de coordonnées polaires du point M est un couple de réels
(r,0) tel que O—]\>4 = 7‘7(9), ol u(—HS est le premier vecteur de la base du repére polaire associé a 6.
Un tel couple est unique si M # O si on impose de plus la condition r > 0 (’angle 6 est alors unique
a 27 prés), mais le couple (—r, 0 + 7) est également un couple de coordonnées polaires du point M.

Remarque 4. On peut convenir que n’importe quel couple de la forme (0,6) constitue un couple de
coordonnées polaires de 'origine O du repére.



Sur ce schéma (ou @ est noté t), le point M a pour coordonnées cartésiennes (v/2,4/2) et pour

3 N : Aaa 1 ™
— ). En vert, le repére polaire associé a ’angle 1

coordonnées polaires (2, %) ou <—2, 2

Proposition 2. Si un point M admet pour coordonnées cartésiennes (z,y), et pour coordonnées

polaires (r,0) dans un méme repére, alors x = rcos(f) et y = rsin(f). Dans lautre sens, r =

Va2 4+ y? et § = arctan <g> conviennent (quand cela a un sens et plus ou moins 7 pour avoir un
x

angle dans le bon quart du cercle trigonométrique).

Démonstration. C’est quasi évident vu la définition des coordonnées golaires et du repére polaire
associé a 0 : OM = rud(0) = r(cos(d) i + sin(f) j) = rcos(d) i + rsin(f)j. Les formules
dans 'autre sens doivent évidemment vous rappeler des souvenirs, cela correspond naturellement
au calcul du module et de I'argument d’'un nombre complexe. Elles découlent des précédentes :

Va2 4 y2 = \/r2(cos?(0) + sin?(f) = r, et arctan (%) = arctan (%) = arctan(tan(0)) = 0 si
T
be|-Zi5| O

Exemple : Les calculs de coordonnées polaires étant identiques a ceux de forme exponentielle d’un
nombre complexe. Par exemple, un couple de coordonnées polaires du point (2,2) sera (2\/_ ; %)

-3
Ce méme point aura également pour coordonnées polaires <—2\/§; T)

2 Produit scalaire et déterminant

2.1 Produit scalaire

Définition 11. Soient @ et ¥ deux vecteurs non nuls du plan, le produit scalaire de ces deux

vecteurs, noté .7, est le réel WU =|| U || x | ¥ || x cos(ﬂ). Si I'un des deux vecteurs est

nul, le produit scalaire est nul.

Remarque 5. Rappelons que ud =|| U |2. On peut ainsi développer des carrés scalaires de sommes
ou de différence comme des identités remarquables, par exemple | @ + 7 |?=|| @ |2 + | ¥ |?

+2U ..

Remarque 6. On peut donner une interprétation géométrique du produit scalaire en termes de pro-
jection : si jﬁ = U et 1@ = 7, en notant H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB), on
peut écrire €.V = AB.AH (AB désignant la mesure algébrique du segment [AB], qui est égale &
sa distance au signe prés, deux segments de méme direction mais de sens opposé ayant des mesures
algébriques de signe opposés).



UX=—AB*AH

Proposition 3. Deux vecteurs non nuls U et U sont orthogonaux si et seulement si ©.Y =0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de nos définitions : le produit scalaire est nul si et
seulement si le cosinus de I'angle formé par les deux vecteurs est nul, ce qui se produit si cet angle

T
est égal a 5[77], exactement la définition que nous avons donné pour l'orthogonalité. [l

Proposition 4. Propriétés du produit scalaire

Le produit scalaire est :
e bilinéaire : U.(A\V + u@) = AUV + pd.W et ANU + p V). 0 = 0.0 + p?.0.
e symétrique : UV =77

e défini positif : DT 0, et Y d=0su = ﬁ

Démonstration.
e La bilinéarité est pénible & vérifier avec notre définition du produit scalaire, alors qu’elle
est tres facile avec l'expression dans une base orthormée : z(Ax' + pz”) + y(\y' + py”) =
Mzx' +yy') + p(xz” + yy”) (la deuxiéme partie découle de la symétrie).
e Il suffit de constater que cos(ﬁ) = cos(ﬁ), ce qui découle de la parité du cosinus.
o Cest une conséquence immédiate du fait que .7 =| u ||2.

0

Proposition 5. Si U et U ont pour coordonnées respectives (z,y) et (z/,y") dans un repére ortho-
normal, alors ¥. 7 = zz’ + yy'.

Démonstration. Soit (O, 7, 7) le repére orthonormal dans lequel on connait nos coordonnées. No-
tons A et B les points tels que O—jl = U et O? — O, et notons o = (?,02) et B = (?,O?)
On peut alors écrire @. v = OA x OB x COS(O—1>4,O?) = OA x OB x cos(f — a) = OA x
OB x (cos(B) cos(a) + sin(B) sin(a)). Or, & = OAcos(a), y = OAsin(a); 2/ = OBcos(f) et

> :
y' = OBsin(). On obtient donc WU =0Ax OB x <i X = + N A +yy. O

OA OB OA OB




2.2 Déterminant

Définition 12. Soient @ et ¥ deux vecteurs du plan, leur déterminant est le nombre réel

det(T,T) = [T T|=| T | x || T || xsin(T, ).

Remarque 7. Avec les mémes notations que pour le produit scalaire, on peut interpréter le déter-
minant comme det(%, ) = AB x CH (au signe prés). Plus intéressant, le déterminant représente
I’aire algébrique du parallélogramme construit sur les vecteurs U et U (aire du parallélogramme
ABDC dans la figure tracée pour le produit scalaire).

Proposition 6. Deux vecteurs @ et ¥ sont colinéaires si et seulement si det(ﬁ, 7) =0.
Démonstration. Comme pour le déterminant, c’est une conséquence immeédiate de nos définitions. [

Proposition 7. Propriétés du déterminant
Le déterminant est :
e bilinéaire : det (W, NV +uw) = Adet(w, V) +pdet(W, W) et det AU+, W) = Adet(d, W)+
pdet(V, W).
e antisymétrique : det(w, V) = — det(V, ).

Démonstration. La bilinéarité est & nouveau facile & prouver une fois connue l'expression en base
orthonormale, et 'antisymétrie découle de I'imparité du sinus. O

Proposition 8. Si @ et ¥ ont pour coordonnées respectives (z,y) et (z/,y") dans un repére ortho-
normal direct, alors det(w, ¥) = xy/ — 2'y.

Démonstration. En reprenant les notations de la démonstration effectuée dans le cas du produit
scalaire, det(W,7) = OA x OB x sin( — a) = OA x OB x (cos(8)sin(a) — sin(f) cos(a)) =
y oz a2 oy
A B T X — —— X —— | =y — 2y. O
OA x O X<OAXOB OAXOB> zy —x'y

Exemple : On peut calculer trés rapidement des aires a I’aide du déterminant. Si on place dans un
repére orthonormal les points A(—1,1), B(2,3) et C(—4,6), laire du triangle ABC' est donnée par

1 113 -3 1 21
A—adet(@,@)_g - '_5(15+6)_?




3 Droites et cercles

3.1 Equations de droites

Proposition 9. Equations cartésiennes de droite
Une équation du type ax+by+c = 0, o a, b et ¢ sont trois réels tels que (a,b) # (0,0), est 'équation
cartésienne d’une droite. Réciproquement, toute droite du plan admet une équation de cette forme.

Remarque 8. Une telle équation n’est pas unique, si on multiplie les trois coefficients a, b et ¢ par
une méme constante non nulle &, on trouve une nouvelle équation de la méme droite.

Proposition 10. Toute droite (d) du plan admet une équation de la forme x cos(6) + ysin(f) = p,
ou (p, ) représente un couple de coordonnées polaires du projeté orthogonal H de l'origine O du
repére sur la droite (d). Une telle équation est appelée équation normale de la droite (d).

Démonstration. En effet, un point M (x,y) appartient a la droite (d) si et seulement si W_O—I_{} =
0, c’est-a-dire si (x — pcos(@))pcos( ) + (y — psin())psin(f) = 0, ce qui donne en développant
xpcos(f) + ypsin(h) = p*(cos?(#) + sin%(#)) = p?. 1l suffit alors de tout diviser par p pour obtenir
I’équation normale (on vérifie sans mal que I’équation reste valable si p = 0). [l

4+

Remarque 9. Pour passer d’une équation cartésienne ax + by +c¢ = 0 & une équation normale, il suffit
de diviser tous les coefficients par v/a? + b2. On obtient alors une équation a’z + b’y + ¢ = 0, avec
Vva'? + b2 = 1. On peut donc écrire a’ = cos(f) et b’ = sin(f) puisque le point (a’,b") correspond a
un point du cercle trigonométrique.

Définition 13. Un vecteur directeur d'une droite (d) du plan est un vecteur colinéaire & tout

vecteur de la forme zﬁ , ou A et B sont deux points appartenant a la doite (d). Un vecteur normal
a la droite (d) est un vecteur orthogonal a tout vecteur directeur de la droite (d).

Remarque 10. Si le vecteur W de coordonnées (a,b) dans un repére orthonormal est un vecteur
directeur non nul de la droite (d), alors 7(—1), a) est un vecteur normal & cette méme droite, puisque

.M = —ab+ba=0.

Proposition 11. Soit (d) une droite du plan passant par le point A(z4,y4) et admettant le vecteur
7 (a,b) pour vecteur normal, alors I'équation a(x — x4) + b(y — y4) est une équation cartésienne de

la droite (d).
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Démonstration. En effet, un point M (z,y) appartient & la droite (d) si et seulement si .AM =

0,
soit a(z —x4) +b(y —ya) = 0. O

Exemple : On peut de méme utiliser le déterminant pour obtenir une équation de droite a partir
d’un vecteur directeur. Soit (d) la droite passant par A(—1,2) et de vecteur directeur i (—3,4). Un
point M (x,y) appartient a la droite (d) si et seulement si det(A—>M, W) =0, soit 4(z+1)+3(y—2) =0,
ce qui donne I’équation cartésienne 4x 4+ 3y — 2 = 0. On procéde de la méme maniére si la droite est
définie par deux de ses points A et B, le vecteur ﬁ étant alors un vecteur directeur de la droite.
Ces méthodes restent valables méme si on ne se trouve pas dans un repére orthonormal, ’expression
xy’ — x'y continuant alors a caractériser la colinéarité des vecteurs de coordonnées (x,y) et (z,y/).

Définition 14. La droite (d) passant par le point A(z4,y4) et de vecteur directeur u (a,b) peut
= xa+at

— oyt bt ,out e R.

étre décrite par le systéme d’équations paramétriques

—
Démonstration. En effet, un point M (x,y) appartient a (d) si et seulement si AM est colinéaire a

—
7, ce qu’on peut traduire par I'existence d’un réel ¢ pour lequel AM = t. Cela donne les deux
équations x — x4 = ta et y — y4 = tb, dont découlent les formules. O

Proposition 12. Distance d’un point & une droite (hors programme).
Soit M (zpr,yar) un point du plan, et (d) une droite. La distance de M a la droite (d) peut étre
donnée par une des quatre formules suivantes :

—
det(AM, @
e Si U est un vecteur directeur de (d), alors d(M,d) = N ‘(‘ |7’ )‘
—
AM .7
e Si 7 est un vecteur normal a (d), alors d(M, d) = |Hﬁ%
7

) . . . lazar + byar + ¢
e Si la droite a pour équation cartésienne ax + by + ¢ = 0, alors d(M,d) = .
pour éq y (M, d) N

e Si la droite a pour équation normale x cos(#) + ysin(f) = p, alors d(M,d) = |zps cos(0) +
yn sin(0) — p|.

Démonstration. N

o Il faut revenir & l'interprétation géométrique du déterminant : | det(AM, )| =|| & || x M H,
ot H est le projeté orthogonal du point M sur la droite (d). La distance M H étant égale a
celle de M a (d), la formule en découle.

e C’est exactement comme ci-dessus, le produit scalaire avec un vecteur normal est (au signe
prés) égal a || n || x M H.

e Quitte a tout diviser par va? + b2, on trouve une équation normale de la droite, et on se
raméne au cas suivant.

o Le vecteur 77 (cos(f),sin(f)) est un vecteur normal & (d) normé, et le point A(pcos(6), psin(6)
appartient a la droite, donc en reprenant la deuxiéme formule démontrée, d(M,d) = |AM ﬁ)| =

|(zar —pcos(0)) cos(8)+(yar—psin(f)) sin(8)| = |zar cos(0)+yar sin(6) —p(cos?(0)+sin?(0))| =
|zpr cos(0) + yarsin(0) — p|.
O

Exemple : Soit M (3,5) et (d) la droite d’équation cartésienne 2z — 3y + 1 = 0, alors d(M,d) =
6—-15+1] 8
Vi+9 V13
capables de les redémontrer, ou plutot de calculer & la main les coordonnées du projeté orthogonal
H du point M sur la droite (d) (la distance ce M a (d) étant alors simplement la norme du vecteur

Les formules précédentes étant désormais hors programme, il faudra en fait étre

MH). C’est en fait trés simple : le point H appartient & la droite (d) (premiére équation linéaire) et
le vecteur MH est orthogonal & (d) (deuxiéme équation linéaire), on obtient les coordonnées de H
en résolvant un systéme de deux équations & deux inconnues.



3.2 Equations de cercles

Définition 15. Equation cartésienne de cercle.

Dans un repére orthonormal, le cercle de centre A(a,b) et de rayon R admet pour équation carté-
sienne (r—a)?+(y—b)? = R%. Réciproquement, toute équation de la forme 22 +y? —2ax —2by—c = 0
avec a? + b + ¢ > 0 est une équation de cercle de centre A(a,b) et de rayon R = v/c + a2 + b2,

Exemple : On peut factoriser I'équation 2% +y?+8z—2y+14 = 0 sous la forme (z+4)>+(y—1) = 4,
ou on reconnait le cercle de centre A(—4,1) et de rayon 2.

Proposition 13. Le cercle de diamétre [AB] admet pour équation (z —z4)(x —2p) + (y —ya)(y —
y) =0

Démonstration. Cela revient a dire qu'un point M appartient au cercle de diameétre [AB] si et
seulement si M ZM § = 0, une propriété que vous connaissez bien depuis votre collége. Démontrons-
la a coup de propriétés du produit scalaire, en introduisant le point I, milieu du segment [AB] et
e seire TATE = (3T} + AT + T8
donc centre cgcercle de cﬁmetre [AB]. On pﬂ)lt alors écrire MAMB = (MI +ITA)(MI+1B) =
MI? + m.(IA + ﬁ) + IA.I?. Or, ﬁ = —IA, donc MZMg = MI? — I A2%. Le produit scalaire
est donc nul si et seulement si M I = I A, ce qui indique bien que M appartient au cercle de centre
I et de rayon I A, autrement dit au cercle de diameétre [AB]. O

Définition 16. Le cercle de centre A(a,b) et de rayon R peut étre décrit dans un repére orthonormal
= a+ Rcos(t)
b+ Rsin(t)

prendre t € R, on parcourra simplement plusieurs fois le cercle).

par le systéme d’équations paramétriques ,out €]—m, x| (on peut aussi

Remarque 11. On reconnait, & une homothétie de rapport R et & une translation de vecteur de
coordonnées (a, b) prés, le classique paramétrage du cercle trigonométrique : x = cos(f) et y = sin(f).

Proposition 14. Soit (C) un cercle de centre A et de rayon R et (d) une droite du plan. Alors :
e sid(A,d) > R, C et (d) ne se coupent pas.
e sid(A,d) = R, C et (d) se coupent en un point unique, on dit que la droite (d) est tangente
au cercle C.
e sid(A,d) < R, C et (d) ont deux points d’intersection distincts.

Exemple : Soit C le cercle de centre A(—1,2) et de rayon 5, et (d) la droite d’équation 2z+y—2 = 0.
—24+2-2 2
On peut commencer par calculer d(A,d) = g = — < 5 pour constater que C et (d)

VA+1 V5

ont deux points d’intersection. Pour les déterminer on peut simplement exprimer y en fonction de
x dans I'équation de la droite : y = 2 — 2z, et injecter cette expression dans 1’équation du cercle :
(z +1)2 + (y — 2)® = 25 donne alors (z + 1)® + (—2x)? = 25, soit 2 + 2z + 1 + 42? = 25, donc

522 4 2z — 24 = 0. Cette équation du second degré a pour discriminant A = 4 + 480 = 484 = 222,

—2-—22 12 -2+ 22
et admet donc deux racines x7 = BETEE = -5 et x9 = % = 2. On trouve les valeurs

34
correspondantes des ordonnées y; = 2 — 21 = = et yo = 2 — 2x9 = —2. Le cercle et la droite se
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coupent donc en B <—€, €>, et en C(2,-2).



Proposition 15. Soit C le cercle d’équation x? + y? — 2ax — 2by — ¢ = 0, et Mo(zg, yo) un point de
C, alors une équation de la tangente en M a C est zxzg + yyo — a(x + z) — b(y + yo) — c = 0.

Démonstration. Un point M (x,y) appartient a la tangente en My a C si MOM.X]\_[S = 0, soit
(z — o) (o — a) + (y — yo)(yo — b) = 0. En développant, xzo + yyo — ax — by + axo + byo — 3 — byd.
Mais comme le point My est sur le cercle, il vérifie I’équation :173 + yg = 2axg + 2byg + ¢, donc on
retrouve la condition zxg + yyo — a(z + x¢) — b(y + yo) — ¢ = 0. O

Proposition 16. Soient C et C' deux cercles du plan, de centres respectifs A et A’ et de rayons
respectifs R et R'. Alors :

e si AA' > R+ R/, les deux cercles ne se coupent pas.

e si AA' = R+ R/, les deux cercles sont tangents extérieurement, ils ont un unique point

commun.

e si |R— R| < AA' < R+ R/, les deux cercles se coupent en deux points distincts.

e si AA" = |R — R/|, les deux cercles sont tangents intérieurement, ils ont un unique point
commun.

e si AA' < |R — R/|, les deux cercles ne se coupent pas.
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AA>R+R’ AA'=R+R’

|R-R|<AA'<R+R’ AA’ < |R-R|
AA=IR-R|
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