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Séries
e La série Z uy est & termes positifs, il suffit de montrer qu’elle est majorée pour prouver sa

1

3 n+1 1 1
convergence. Or, u, < / 2" dr = [n n 1] = (T 12 < 1 (on peut faire large, ¢a
0

suffira). On en déduit que Z up < Z

k )
k=0 k=0 2
Pour le calcul de la somme, commengons par intervertir la somme (partielle) et I'intégrale :

2 T 2 1—2x 2 1 2
Up = / dex = / —_ = / ——/ dx. Or, on prouve
kZ:O 0 ;)1+x 0 (1—x)(1+$) 0 1—$2 0 1—$2
. % xn—i—l % 1 1 )
facilement que 0 < / dr < / 2" de = tend vers 0. On en déduit donc
0 1-— ZL'2 0 n —+ 2

400 1 1
2 1 2 1 1 1 1
Y " = dz = dr = ~[In(1 + z) — In(1 — 2)| =
que g /0 T2 4 /0 2(1+$)+2(1_$) x 2[n( +z) —In(1 — z)]5

(43 () -2

e Pour la convergence, il suffit de constater que

qui converge (vers 2). Notre série converge donc.

n — 10 1

~
nn+1)(n+2)  n?
général d’une série convergente. Pour calculer la somme, commencons par effectuer une dé-

ce qui est le terme

.. 14 . n — 10 a c .
composition en éléments simples : = — 4+ —— + ——. En utilisant la
n(n+1)(n+2) n n+l n+2
. o . —10 .
technique du « on multiplie par n puis on pose n = 0 », on trouve a = Tx3 = —5. De méme,
—11
en multipliant par n+ 1 et en posant x = —1, on aura b = = 11, puis enfin (méme tech-
—12 —10 5 11 6
nique) c = —————— = —6. Autrement dit, n =——+ ———. On peut
-2 x (—1) nn+1)(n+2) n n+l n+2
désormais calculer et télescoper la somme partielle de notre série (définie & partir den =1) :
n n—l—l n+2
5 11 5 11 11 6 6
— ———5 11 ——6 ——5—— — — — =
2 TE R k2 Zk+ Z Zk Tl hr 1 etz
—+00
5 6 —10
—2+n 1 nr2 Le passage a la limite ne pose aucun probléme : nz::l i Z CES) = —2.

e Puisqu’on ne demande que la nature, un équivalent suffira, on peut par exemple écrire 2 In(n3+

1) —3In(n%+1) = 2In (ns <1+%>> — 3 <n2 <1+%>> — 61n(n) + 21n <1+%> _

1 2 1 3 1 3
6In(n)—3In <1 + —2> =—=+to <—> —— o <—> ~ ——5, qui est le terme général d’une
n n n n

n3 n2

série convergente. Notre série converge donc également.

sin(n)
2n

1
< —, ce qui prouve que notre série est

e Pour la nature, on peut se contenter de dire que < om




absolument convergente, et donc convergente. Pour le calcul, le plus simple est de passer par les

+oo .
k
complexes (toutes les séries intervenant dans le calcul sont bien convergentes) : Z SH;EC ) =
k=0
1 X etk — ik 1+“><a>k <e4>k 1 ( 1 1 > i i
— 7]{ = — — —_ _ = — T = = —— — — =
2Zk:0 2 2Zk:0 2 2 21 _% 1_62 2—et 2-—¢

i(2—et—2+e7%)  ix2isin(—1) 2sin(1) . , L
190 2711 = 5 908 0 i v 0 (valeur complétement horrible, soit dit
en passant).

e [ci, une comparaison série-intégrale s’impose. Les conditions du théoréme sont facilement

érifié t / ! d L]" ! ! i d n tend
vérifiées, e — = dr=|———| = — ——, qui converge quand n tend vers
T E)E ()|, @2 Inn) ? e d
+00. Notre série est donc également convergente.
Variables aléatoires

1. Notons X7 le nombre de Piles obtenus par le joueur 1, et X5 le nombre de Piles obtenus par

1
le joueur 2. On sait que X; et Xs suivent des lois binémiales de paramétre (n, —). On aura

(2
donc P(X; =k)=P(Xa=k) = (Z) %in—k = 211 . Puisqu’il y a indépendance, on peut
2

(2
affirmer que P((X; = k) N (Xq) = k) = Qk;n (on multiplie par elle-méme la probabilité

précédente). Or, les deux joueurs vont obtenir le méme nombre de Piles si et seulement 'un

des événements (X1 = k) N (X = k) est réalisé, et tous ces événements (pour k variant entre
2n
n

22n

52 ) (on
k=0
utlise la formule de Vandermonde pour démontrer ce dernier résultat, ou la fin du dernier

exercice du TD11).

1 < 2
0 et n) sont incompatibles. La probabilité recherchée vaut donc —— Z <n> =

2. (a) 11y a 62 = 36 tirages possibles. Parmi ceux-ci, il y en a 6 pour lesquels on aura tiré deux

1
fois le méme numéro, ce qui donne P(X = —1) = 6 Parmi les 30 tirages restants, il y en

a exactement la moitié pour lesquels le premier numéro tiré est plus gros que le deuxiéme

15 5
(et 'autre moitié pour laquelle c’est le contraire), soit P(X = —2) = 3% = 12 Enfin, il
faut répartir les 15 tirages restants suivant ’écart entre les deux numéros tirés. Il y en a

5)
cing pour lesquels b —a =1 (12, 23, 34, 45 et 56), donc P(X =0) = 36 Il n’y en a plus

4 1
que quatre avec b —a = 2 (13, 24, 35 et 46), donc P(X =1) = %9 De méme, on
3 1 2 1 1
trouve P(X =2)= — = —, P(X =3) = — = —, et enfin P(X =4) = —. Résumons
. “36 12 36 18 36
tout ceci dans un joli tableau :
k —2|-1]0|1]2]|3]4
— 5[ 08 |5 [ 4321
P(X=k)| 55 | 36 | 36| 36 | 36 | 5 | 36
—-30-6+4+6+6+4 16 4
On calcule alors E(X) = +36+ rore %= 9 De méme, on calcule
604+6+4+12+ 18416 116 29
E(X?) = +tot _;6 tot =3 = 9 Appliquons la formule de Konig-



Huygens pour trouver V(X) = % _ ;_? _ 284_15

On généralise assez facilement les résultats de la question précédente. On aura toujours

1
P(X = —1) = —, et les cas restants se séparent de facon équitable entre X = —2 et
n
1 1 1
les autres valeurs, ce qui donne P(X = —2) = = |1——) = = — —. Ensuite, il y a
2 n 2  2n
exactement n — k — 1 cas pour lesquels X =k si k € {0,...,n — 2}. On peut résumer les

résultats dans le tableau suivant :

k -2 —-1] 0 1 |...|n—3|n—-2
n—11n-2 2 1
n?2 n?2 n? n?

)
<
Il

=

N+

T
2n

11\ 1 SEkn—k-1 11
OnpeutalorscalculerE(X):—2<§—%>—E—I—;%:—l—l—ﬁ—ﬁ—i—
n—2

E nk — k* — k. On connait par coeur nos formules pour les sommes classiques, on

k=1
calcule donc E(X) = —1 + % <(n —1) x (n = 2)2(71 —1) (=2 _6 1)(2n — 3))
n
_ _ —1) — _ _ _ 2 _
14 n—1)(n—2)3(n—1) — (2n — 3)) _ g (n—1)(n—2) _n"—9n+ 2. Cotte
6n2 6n 6n
espérance est positive si et seulement si n? — 9n + 2 > 0. Cette équation du second degré

9— 73
2

1
n2

a pour discriminant A = 81 — 8 = 73, et admet pour racines n; = (qui est plus

9+ /T3
2

petit que 1), et ng = (qui est un peu plus petit que 9). L’espérance sera donc

positive lorsque n > 9.

11\ 1 SR n—k-1
Pour le calcul de variance, il faut étre motivé : E(X?) = 4 <— - —) —I———I—Z Fn—k=-1)

2

2 2n no= n
1 12 1 1 /(n=2)n—122n—-3) (n—2)>2(n—1)>
2——4— D2k =2—— = - =
n ;(n ) n < 6 4 >
1 —2)(n —1)2(2(2n — 3) — 3(n — 2 1 —2)(n —1)?
2__Jr(n )(n —1)7(2(2n —3) —3(n )):2__+(n )(n ).Onendéduit
; m D22 @-omrzf
1 n—1)(n—2 n*—9n+ 2
V(X)=2—-— -
que V(X) n 12n 3612
_ 18n% —36n 4 (3n% — 3n)(n? —dn +4) — (n* + 81n? + 4 — 18n® + 4n? — 36n)
B 36n2

20" +3n° — 43n% —12n — 4
B 36n2

D’aprés la loi obtenue plus haut, la probabilité que le joueur gagne de l'argent vaut (en
; . y taire) A = 1 1 1 1 n-—1 1 1 n—1
assant par le complémentaire =1-(z--—=)]-——-—"——==—- — — =
P P P 2 2n n n? 2 2n n2
2 2
—-n—2(n-—1 -3 2 —1)(n—2
ron (n ) _ =z nt = (n )(n ) On est ensuite dans une situation
2n2 2n2 2n2
(n—1)(n—2)

classique de loi bindmiale : Y, ~ B(p, A), et en particulier E(Y,) = pA = b 50,2
n

2 _
De plus, 1 — A = % (ca ne se factorise pas bien), donc V(Y,) = pA(1 — A) =
n

p(n—1)(n —2)(n? 4+ 3n — 2)
4nt

. Bon, ¢a n’a aucun intérét d’aller plus loin.




Géomeétrie

1. Voila :
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2. On a facilement O(0,0), P(1,0), Q(1,1) et R(0,1). Le point C étant sur I’axe des abscisses, on

peut noter ses coordonnées sous la forme C/(c, 0) (avec accessoirement ¢ € [0, 1]). On en déduit

alors A(0, —c) et B(c, —c). Pour déterminer les coordonnées du point M, on va chercher des

équations des deux droites dont il est intersection. Un point Z(z,y) appartient a la droite

(AP) si det(ﬁ ﬁ) =0, soit cx % % =0, ou encore cx —y — ¢ = 0. De méme, Z(z,y)
B

appartient & la droite (BQ) si det( =0, s0it (c+1)(x—¢c)—(1—¢)(y+¢) =0, ou

encore (14 c)z — (1 —¢)y — 2¢ = 0. Si ces deux équations sont vérifiées simultanément, alors
2
y =cr—c donc (1+c)x — (1 —c)ex +c¢(1 —c¢) —2¢c = 0, soit z = (1:1 . On en déduit
c?
A+ —c-c A-c n ct+c? F—c
=Ccr —cCc= = , SO1 T o3 o |-
Y 1+ 1+ 2 I+ 1+
— —c—1 2
. Il suffit de calculer det(ﬁ, RM) = cx 1C+ 5+ i i C2 = 0. Les trois points sont bien alignés.
c c

. Oui, ¢a marche encore. Si on veut le prouver rigoureusement, on recommence tous les calculs
avec des paramétres supplémentaires : O(0,0), P(1,0), Q(1,a), R(0,a), C(c,0), B(c,—b),
A(0, —b). On trouve pour la droite (AP) I’équation bz —y—b = 0 (méme calcule que ci-dessus),
et pour la droite (BQ) 'équation (a+b)x+ (¢c—1)y—b—ac = 0 (toujours la méme techinque).



c(a+b) oy — ab(c —1)

= . Il reste 3
a+ bc ey a+ be reste a

On trouve alors pour M les coordonnées suivantes : x =

cla+b) —ala+b)
a+bc’ a+be

calculer CT}%(—C, a), et RM (

>, dont le déterminant est facilement nul.



