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Toute la suite des hommes doit étre considérée comme un méme homme.

BLAISE PASCAL.

Deux suites adjacentes décident d’aller s’éclater dans une soirée « no limit ».
Mais elles se font refouler a l’entrée parce qu’elles convergent !

Introduction

Objectifs du chapitre :

e connaitre précisément le vocabulaire sur les suites, et comprendre la signification des différentes

définitions des limites
e savoir reconnaitre immédiatement une suite classique, et en calculer le terme général sans se

tromper
e maitriser les techniques classiques de calcul de limite et d’étude de suite

1 Généralités sur les suites

1.1 Vocabulaire

Définition 1. Une suite d’élements d’un ensemble E est une application v : N — FE. On note
habituellement u,, I'image par une telle application de ’entier n, aussi appelé terme d’indice n de
la suite et on désigne par (u,)nen 'ensemble des termes de la suite, ¢’est-a-dire la suite elle-méme.
On parle également de suite de terme général u,, lorsqu’on donne ’expression de u, en fonction
de n.

On peut définir une suite réelle de bien des fagons, les plus fréquentes étant les suivantes :

e par la liste de ses éléments, par exemple ug = 2; u1 = 4; ugs = 6; ug = 8; ug = 10 etc. C’est la
méthode la plus naturelle, mais elle trouve trés vite ses limites puisqu’il faut que la suite soit
suffisamment simple pour qu’on devine tous les termes a partir des premiers.



e par une formule explicite pour le terme général, par exemple u,, = n?> — 4n + 1. C’est une
définition qui ressemble beaucoup & la définition usuelle d’une fonction, et qui est extrémement
pratique pour les calculs. C’est celle qu’on cherchera a obtenir le plus souvent.

e un cas trés fréquent est le cas de la définition par récurrence. Elle consiste & donner une relation
de récurrence entre les termes de la suite, c¢’est-a-dire a exprimer u,y1 en fonction de u,, et a
préciser la valeur de wg (sinon, ¢’est comme pour une récurrence non initialisée, ¢a ne sert a
rien). Par exemple, ug = 3 et ¥n € N, u,1 = u2 — 5. C’est beaucoup moins pratique pour les
calculs qu’une définition explicite, mais c’est souvent la définition la plus naturelle que nous
aurons d’une suite. Il peut arriver qu’une suite soit définie par récurrence double (u,42 en
fonction de up41 et uy,), auquel cas il faut préciser les valeurs de ug et uj, voire par récurrence
triple ou pire (mais c’est plus rare!).

e de fagon implicite, par exemple u,, est 'unique réel positif vérifiant e“» — u,, — 2 = n (croyez-
moi sur parole, il y en a un et un seul pour chaque valeur de n). Pas vraiment extrémement
pratique pour les calculs, mais on n’arrive pas toujours & obtenir une formule explicite. Dans
ce cas, on arrive quand méme & étudier la suite & ’aide d’études de fonctions.

Remarque 1. L’ensemble des suites réelles est naturellement muni d’opérations de somme (on addi-
tionne les deux suites terme a terme), de produit et de produit par un réel. Trés accessoirement, il
s’agit d’un espace vectoriel réel.

Définition 2. Une suite réelle (u,) est croissante (resp. décroissante) si Vn € N, u,, < upqg
(resp. U, = upy1; je vous fais grace des définitions de croissance et décroissance stricte). Une suite
réelle est stationnaire si elle est constante a partir d’un certain rang : Ing € N, Vn = ng, up = y,.

Exemple : Une technique classique pour étudier le sens de variation d’une suite est de calculer
Up+1—Up €t de déterminer son signe. Prenons la suite définie par ug = 2 et Vn € N, uy41 = u%—l—un—l—Z,
alors upy1 — up = u% 4+ 2 > 0, donc la suite est strictement croissante.

Définition 3. Une suite (u,) est majorée (resp. minorée) par un réel m si Vn € N, u,, < m (resp.
u, = m). Elle est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

1.2 Suites classiques

Définition 4. Une suite arithmétique de raison r € R est une suite (u,,) vérifiant la relation de
récurrence Vn € N, upy1 = uy + 1.

Proposition 1. Une suite arithmétique de raison r et de premier terme ug vérifie les résultats
suivants :

e formule explicite : Vn € R, u,, = ug + nr.

e variations : si r > 0, la suite (u,) est strictement croissante; si r < 0, elle est strictement

décroissante. .
=n
1
e sommes partielles : Vn € N, S, = Z Up = (uo + un)(n + )
2
k=0
Démonstration.

e Une petite récurrence permet de prouver P, : u, = ug+nr. C’est vrai au rang 0 : ug = ug+0x7,
et en le supposant vrai au rang n, on a par définition uy, 41 = up+7r = ug+nr+r = ug+(n+1)r,
donc P, 41 est vérifiée. D’aprés le principe de récurrence, Vn € N, u,, = ug + nr.

e Cela découle de fagon immédiate de la constatation que wpy1 — up = 7.

E g E n(n+1 2ug +nr))(n+1
° n:ZUk: ug + kr = ug+7r k‘:(n—l—l)uo+r ( ):( 0 ))( ):
k=0 k=0 k=0 k=0

2 2

L+ 1 1
(uo + o + nr)(n + 1) = (uo + wn)(n + 1) . On a réutilisé pour ce calcul une des sommes clas-

2
siques calculées au chapitre sur les ensembles.



0

Définition 5. Une suite géométrique de raison ¢ € R est une suite vérifiant la relation de
récurrence Vn € N, up11 = ¢ X up.

Proposition 2. Une suite géométrique de raison g et de premier terme ug vérifie les résultats
suivants :

e formule explicite : Vn € R, u, = ug x ¢".

e variations : si ¢ > 1 et ug > 0, la suite (uy,) est strictement croissante; si 0 < g < 1 et ug > 0,
elle est strictement décroissante (si ug < 0, c’est le contraire). Si ¢ < 0, les termes de la suite
sont de signe alterné.

. . = 1— g™t

e sommes partielles : Vn € N, si g # 1, S, = Zuk =uo———

k=0 —4
Démonstration.

e Une petite récurrence permet de prouver P, : u, = ug X ¢". C’est vrai au rang 0 : uy = ug X q ,
et en le supposant vrai au rang n, on a par définition w, 1 = u, X ¢ = ug X ¢" X ¢ = ug x ¢" 1,
donc P, 11 est vérifiée. D’apres le principe de récurrence, Vn € N, u, = ug X ¢".

e OnaVn e N, upyr1 — uy = ug X ¢ — g x ¢ = upq™(q — 1). Toues les résultats concernant
le sens de Varlatlon en decoulent

OSn—Zuk—ZUOXq —Uozq 11_3(1

O

Définition 6. Une suite réelle (u,,) est arithmético-géométrique s'il existe deux réels a ¢ {0;1}
et b # 0 tels qu'elle vérifie la relation de récurrence suivante : Vn € N, u,11 = au, + b.

Théoréme 1. Soit (u,) une suite arithmético-géométrique, alors, en notant a I'unique solution de
I’équation = = ax + b (aussi appelée équation de point fixe de la suite), la suite (v, ) définie par
Up = Uy, — « est une suite géométrique de raison a.

Démonstration. L’existence et I'unicité du réel o découlent du fait qu’on a imposé a # 1 dans la
définition d’une suite arithmético-géométrique. Remarquons ensuite que Vn € N,

Uptl = Upt1 — @ = aty, + b — a = au, — aa = a(uy, — @) = avy,.

La suite (vy,) est donc géométrique de raison a. 0

Remarque 2. On déduit du théoréme précédent que Vn € N, uy, = v, + a = vg X a™ + a = (ug —
a)a” + a, ce qui donne une expression explicite du terme de u,. En pratique, en présence d’une suite
arithmético-géométrique, on présentera les calculs de la fagon suivante :

e calcul du point fixe a.

e définition de la suite (vy,).

e vérification que (v,) est suite géométrique.

e conclusion : expression du terme général u,.

Exemple Soit (u,) la suite définie par ug = 5 et ¥n € N, u, 11 = 3u,, — 4. L’équation de point fixe
de la suite est z = 3z — 4, qui a pour unique solution z = 2, on pose donc ¥n € N, v, = u,, — 2. On
remarque que Up41 = Upt1 — 2 = 3uy — 4 — 2 = 3u, — 6 = 3(uy, — 2) = 3u,, donc la suite (v,) est
géométrique de raison 3 et de premier terme vy = ug — 2 = 3. On en déduit que Vn € N, v,, = 371,
donc u, = v, +2 = 3" +2.

Définition 7. Une suite réelle est dite récurrente linéaire d’ordre 2 si elle vérifie une relation
de récurrence double linéaire a coefficients constants, c’est-a-dire que, Vn € N, u,19 = atint1 + buy,
oll a et b sont deux réels non nuls.

Remarque 3. On se reportera au cours du chapitre précédent sur les matrices concernant ces suites.



2 Convergence de suites

Une petite remarque préliminaire : dans la partie précédente, la plupart des résultats peuvent
s’étendre a des suites qui ne sont pas a valeurs réelles (oui, mémes les notions de suites arithmétique
ou géométrique). Pour les résultats de convergence, nous allons nous restreindre au cas des suites
réelles.

2.1 Limites finies

Définition 8. Une suite réelle (u,) converge vers une limite [ € R si Ve > 0, Ing € N, Vn > ny,

|un, —I| < €. On note alors liIJIrl up, = [. Toute suite convergeant vers une limite ! est appelée suite
n—-+0o0

convergente. Sinon, la suite est dite divergente (méme si elle peut avoir une limite infinie).

Rappelons que |u,, —I| < € signifie que u,, €]l—¢;l+e[. Autrement dit, aussi petit que soit l'intervalle
que l'on prend autour du réel [ (c’est-a-dire aussi proche de 0 que soit & dans notre définition),
les valeurs de la suite vont finir par étre toutes dans cet intervalle, & condition qu’on attende
suffisamment longtemps (jusqu’a ng). Sur la figure ci-dessous, on a [ = 3, et pour £ = 0.5 (noté e sur
la figure), ng = 6.

Méthode : Pour prouver qu’une suite donnée converge vers un certain réel a I’aide de cette définition
(ce qu’on fera heureusement assez rarement, mais il est important de bien comprendre les mécanismes
cachés derriére le formalisme), on procéde ainsi :
e On fixe £ & une valeur strictement positive quelconque.
e On calcule |u, — .
e On cherche une valeur de ng (qui va naturellement dépendre de €) & partir de laquelle cette
expression est inférieure a e.

3
Exemple : Considérons la suite définie par u,, = n_—|—2, et prouvons que sa limite vaut 1. Soit € > 0,
n
n+3 1 = n+3—(n+2) I
n+2 N n+2 n+2| n+2
1

alors |u, — 1| = = . L’expression étant positive, il

suffit de déterminer pour quelles valeurs de n on a < g, ce qui nous donne n > — — 2. On peut
€

+2
1
donc choisir ng = Ent <— — 2> + 1 (remarquez que, plus € est proche de 0, plus ny devient grand,
€
ce qui est logique).

Remarque 4. Le fait qu’une suite converge vers une limite [ est équivalent & avoir lim u, — [ =0.
n——+o0o



Proposition 3. Soit (u,) une suite convergente, alors sa limite [ est unique.

Démonstration. Nous allons recourir & un raisonnement par ’absurde pour démontrer cette propo-
sition. Supposons donc que le résultat énoncé est faux, c’est-a-dire qu'une méme suite (u,) admet

deux limites distinctes [ et I’ (notons par exemple ! la plus grande des deux). Appliquons donc la
/

définition de la limite avec € = —— : on peut donc trouver d’une part un entier ng tel que Vn > ny,
uy €)1 — ;1 + ¢[; d’autre part un entier n; tel que Vn > ny, u, €|’ — ;' + [. Mais alors, dés que
n > max(ng,n1), on a u, €|l —e;l+e[N)l' —&;l' + ¢, ce qui est trés génant puisque cette intersection
est vide d’aprés la définition de €. Conclusion, 'hypothése effectuée était absurde, et une suite ne
peut pas avoir deux limites différentes. [l

Proposition 4. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Appliquons la définition de la limite avec par exemple € = 1. On obtient un entier
no tel que, Yn = ng, u, €]l — 1;1+ 1[. Par ailleurs, les termes de la suite d’indice inférieur & ng sont
en nombre fini, il en existe donc un qui est le plus grand (notons sa valeur M) et un qui est le plus
petit (on va le noter m). Il est alors facile de constater que la suite est minorée par min(m,l — 1) et
majorée par max(M,l + 1). O

Définition 9. Une sous-suite d’'une suite (u,,) (aussi appelée suite extraite) est une suite de la
forme (%(n))neNa ol ¢ : N — N est une application strictement croissante.

Les sous-suites que nous manipulerons le plus souvent sont les sous-suites de la forme (u2,) (on ne
garde que les termes d’indice pair de la suite), (ug,+1) (on garde les termes d’indice impair), us,,
ete.

Proposition 5. Soit (u,) une suite réelle convergeant vers une limite /. Alors toute sous-suite (uy(y))
de (uy) converge vers cette méme limite /.

Démonstration. C’est évident. Si on fixe un € > 0, on peut trouver un ng a partir duquel |u, —1| < ¢,
et lapplication ¢ étant strictement croissante, on aura a fortiori \u<p(n) —l<edésquen>=mnyg. O

Remarque 5. La réciproque de cette proposition est évidemment fausse. Un contre-exemple classique
(qui est aussi un contre-exemple & la réciproque de la proposition sur le caractére borné des suites
convergentes) est la suite définie par u, = (—1)". Pour cette suite, la suite extraite (ug,) a pour
limite 1 puisqu’elle est constante, la suite (ug,+1) converge quant a elle vers —1, et (u,) n’est pas
convergente.

Proposition 6. Si les deux sous-suites (ug,) et (ugn+1) d'une suite (uy,) convergent vers une méme
limite 1, alors (uy,) converge vers .

Démonstration. Soit € > 0. Il existe alors un entier ng et un entier n; & partir desquels on aura
respectivement |ug, —1| < € et |ugn1—1| < €. Sin = max(2ng,2n1+1), u, est de la forme 2p (s'il est
pair) ou 2p+1 (s8’il est impair) pour un entier p > max(ng,n1), donc on aura Vn > max(2ng,2ny+1),
|un, — 1| < &, ce qui prouve que (uy) converge vers [. O

Théoréme 2. Bolzano-Weierstrak.
De tout suite bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration. Ce théoréme est complétement HORS-PROGRAMME, interdiction absolue de 1'uti-
liser en devoir. Nous en verrons tout de méme une démonstration amusante un peu plus bas. O

Théoréme 3. Théoréme de convergence monotone :
Toute suite décroissante et minorée converge. Toute suite croissante et majorée converge.



Démonstration. La preuve est un peu technique, on va la zapper. Contentons-nous de signaler que
la limite d’une suite croissante monotone converge toujours vers la borne supérieure de ses termes,
il faut donc une bonne caractérisation de la borne supérieure pour prouver le théoréme. [l

Remarque 6. Attention! Une suite croissante et majorée par un réel M ne converge pas nécessaire-
ment vers M. La suite a tout un paquet de majorants, dont un seul est sa limite.

dz est croissante (car, Vz € [0,1], Vn € N, 2" < 2™,

1
Exemple : La suite définie par u,, =
p par uy, /0 T

1 1 1 Lo
donc TT 2 < 1—|—x"+1)’ et majorée par 1 (car Va € [0;1], [T 2n < 1, donc /0 1—|—x"d$ <
1

ldz = 1), donc convergente. Mais ces arguments ne prouvent en aucun cas que sa limite est 1.

0
Le calcul de la limite est d’ailleurs loin d’étre simple (nous reverrons des exemples de ce genre dans
le chapitre sur I'intégration).

Démonstration. du théoréme de Bolzano-Weierstraf.

Soit donc (uy) une suite bornée. Notons A = {n € N | Vp > n, u, > u,}. Deux possibilités :
soit I’ensemble est fini, soit il est infini. Si A est infini, on considére la sous-suite contenant tous
les termes de (u,) dont l'indice appartient & A. Cette sous-suite est par construction décroissante
puisque chacun de ses termes est plus grand que tous les termes suivants dans la suite (uy,). Comme
ladite sous-suite est par ailleurs minorée puisque (u,) est bornée, elle converge d’aprés le théoréme
de convergence monotone. Si A est infini, considérons un ng plus grand que le plus grand élément
de A. Puisque ng ¢ A, il existe certainement un entier n; > ng pour lequel up, < uy,,. De méme,
ny ¢ A, donc on peut trouver un entier ng tel que u,, < uyn,. On construit ainsi petit a petit une
suite d’indices correspondant & une sous-suite croissante de (u,,). Cette sous-suite étant majorée, elle
converge. Remarquons qu’on a en fait démontré le résultat suivant : de toute suite réelle, on peut
extraire une sous-suite monotone. [l

2.2 Limites infinies

Définition 10. Une suite réelle (u,) diverge vers +oo si VA € R, Ing € R, Vn > ng, u, > A.

On le note liIJIrl Uy, = +00. De méme, une suite réelle (u,) diverge vers —oo si VA € R, Ing € R,
n——+0oo

Vn = ng, u, < A. On le note lim wu, = —cc.
n——+0o0o
Exemple : Considérons la suite définie par u, = n? et montrons a l'aide de cette définition que

lim wu, = +o0o. Comme pour le cas d’une limite finie, on commence pour cela par fixer la valeur de
n—-4o0o

A. Constatons ensuite que u, > A < n > A (si A > 0; mais si A < 0, il n’y a pas vraiment de
souci puisque dans ce cas u, est toujours supérieur a A). On peut donc choisir ny = Ent(\/Z) +1,
et on a bien lim w, = +oo.

n——+o0o
Proposition 7. Une suite croissante non majorée diverge vers +oco. Une suite décroissante non
minorée diverge vers —oo.

Démonstration. Soit (uy,) une suite croissante et non majorée. Cette derniére hypothése signifie que
VA € R, Ing € R, u,, > A. Mais la suite étant croissante, on a en fait Vn = ng, u, = up, > A, ce
qui prouve exactement la divergence vers 4oc0. Inutile de refaire quoi que ce soit pour le deuxiéme
cas : si (v,) est décroissante non minorée, alors (—v,,) est croissante non majorée, et on se rameéne
au cas précédent. [l

2.3 Opérations et limites

Proposition 8. Soient (uy,) et (vy,) deux suites ayant une limite (finie ou infinie), alors la limite de
leur somme (u,, + v,) est donnée par le tableau suivant (f.i. signifiant forme indéterminée) :



[(wn)\(on) | ¥ [ +oo] —oo]

l I+ | 400 | —00
400 400 | 400 | fui.
—0 —o0 | fi. | —o0

Démonstration. Prouvons par exemple le cas ol les deux suites ont une limite finie, notées respective-

€ €
ment [ et I’. Soit € > 0, alors il existe un entier ng tel que Vn > ng, u, € }l — i;l + 5 [ (oui, la division

. R € , . .. . PP
par 2 est volontaire, aprés tout 3 est un réel strictement positif auquel on peut appliquer la définition

5 £
de la limite) ; et un entier ny tel que Vn > nq, v, € |I' — E;l’ + 5 [ En notant N = max(ng, n1),

on obtient alors en ajoutant les deux encadrements Vn > N, u, + v, €[l +1' —e,1 +1' + €[, ce qui

prouve que lim u, + v, = [ +1'. Les autres cas se démontrent de fagon similaire et ne présentent
n——+o0o

pas de grosse difficulté. O

Proposition 9. Soit (u,) une suite réelle et A € R*. Alors, si lim u, = [, lim Au, = A. Si
n—-+o0o n——+o0o

lim w, = +oo, alors lim Au, = +c0o (le signe dépendant du signe de la limite de (u,) et de celui
n——+o0o n—-+o0o

de A suivant la régle des signes).

. .. . . €
Démonstration. Prouvons le cas ot la limite est finie. Soit € > 0, alors Ing € N, Vn = ng, |u,—1| < \T
(c’est la méme astuce que pour la démonstration de la limite d’une somme), donc pour n > nyg,
|Au, — Al| < €, ce qui prouve bien que lil}_l A, = Al Le cas des limites infinies est trés similaire. [

n—-+0oo

Proposition 10. Soient (u,) et (v,) deux suites ayant une limite (finie ou infinie), alors la limite
de leur produit (u,vy,) est donnée par le tableau suivant :

| (up)\(vn) [V >0]V<0] 0 |+o00]|—00]|

(>0 LU LU 0 | 00| —©
<0 LU LU 0 | —co| 4o

0 0 0 0 | fa. | fa.
~+00 400 | —oo | fi.| 400 | —00
—00 —00 | 400 | fi.| —o0 | +o0

Démonstration. Commengons par prouver le cas ol les deux suites ont pour limite 0, et considérons
e > 0. Il existe deux réels ng et ny tels que, respectivement, VYn > ng, |u,| < /e; et Vn = ny,
|un| < V€. On en déduit que Vn > max(ng,n1), |upv,| < €, ce qui prouve que (u,vy,) tend vers 0.

Supposons désormais que lim w, =1 € Ret lim u, = 1I' € R, alors lim (u, —1) = 0 et
n——+o0o n——+00 n——+o0o
lim (v, —1") = 0, donc en utlisant ce qu’on vient juste de démontrer lim (u, —{)(v, —1") = 0.
n—-+o00 n—+-00

Or, (up — ) (vy = 1') = upvy — vy, —V'uy + 1, ou encore uyv, = (uy — ) (v = 1) + Lo + Vuy — 1.

D’aprés les propositions démontrées auparavant (limite d’une somme et d’un produit par un réel),

on en déduit que hg_l UpUp =0+ + U111 =11, O
n——+0oo

Définition 11. On note hg_l uy, = 07 lorsque la suite (u,) tend vers 0 en étant positive a partir
n——+0o0

d’un certain rang. De méme, on notera lim w, = 07 si (u,) est négative & partir d’un certain rang.
n—-+0o0o

Proposition 11. Soit (u,) une suite réelle qui ne s’annule plus & partir d’un certain rang, et ayant

1
une limite, alors la limite de <—> est donnée par le tableau suivant :
Unp

(up) [L#0] 0T | 07 | +o00|—00
1

1
<—> 7 +o00 | —oco | 0T 0~




Démonstration. Prouvons par exemple le cas ou lirf u, = 0%, Soit A > 0, alors Ing € N, Vn > ny,
n——+00

1
lun| < 1 Quitte a changer la valeur de ny pour atteindre le rang a partir duquel (u,,) est positive

1
et ne s’annule plus, on a méme 0 < u, d’ot — > A, ce qui prouve que lim — =+4o00. [O

< —
A’ Un n—+00 Uy,

Proposition 12. Soient (u,) et (v,) deux suites ayant une limite (finie ou infinie), alors la limite
de leur produit (u,v,) est donnée par le tableau suivant :

‘(un)\(vn)Hl’>0‘l’<0‘ 0t ‘ 0~ ‘—I—oo‘—oo‘

1>0 k b [+oo|—oc]| 0F ] O-
1<0 L L [ —oo|+oo] 07 | OF
0F 0 0 fa. | fa. | 0 0
0~ 0 0 fao | fa. | 0 0
+00 400 | —00 | 400 | —oo| fa. | f.i.
—0o0 — | +0 | =0 | +oo | fi. | f.i.

Démonstration. Pas besoin de preuve, puisqu’un quotient n’est rien d’autre que le produit par un
inverse. O

lnn—l—n2+2_n2 1+ 2 +hn

> nZ n?

n —on NG

e ++/n e 1+
sances comparées, il est facile de constater que le premier quotient tend vers 0 et le deuxiéme vers

1, donc lim wu, = 0.
n—-+o0o

Exemple : u, = . En utilisant nos connaissances sur les crois-

2.4 Limites classiques

Proposition 13. Une suite arithmétique de raison r diverge vers +o00 si r > 0, et diverge vers —oo
sir <O0.

Démonstration. On peut revenir simplement a la définition (dans le cas ot 7 > 0 par exemple) : si A

est un réel quelconque, u,, > A se produit dés que ug+nr > A, soit n > (pas de changement

r
de sens de l'inégalité quand on divise par r), et on conclut sans difficulté. Dans le cas ou r < 0,
I'inégalité change de sens quand on divise par 7 et la conclusion est tout aussi facile. O

Proposition 14. Soit (v,,) une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme vy # 0. Si ¢ > 1,
la suite diverge vers +oo selon le signe de vg. Si —1 < ¢ < 1 (ou si on préfére si |¢| < 1), la suite
converge vers 0. Si ¢ < —1, la suite n’admet pas de limite, mais sa valeur absolue diverge vers +o0.

Démonstration. Commencons par le cas ou ¢ > 1, et notons r = g — 1, on peut alors écrire v, =
vo(1 + 7)™ Or, quel que soit 'entier naturel n et le réel positif r, on a (14 )" > 1 + nr (mais si,
rappelez-vous, c’est un des exercices de votre feuille d’exercices sur les récurrences, pour la peine je
ne refais pas la démonstration). La suite (1 + nr) étant une suite arithmétique de raison strictement
positive, elle diverge vers 400, donc (147)" également (on utilise un peu les résultats de comparaison
du paragraphe suivant pour conclure ceci). On conclut ensuite facilement en utilisant les limites du
produit d’une suite par un réel.

En fait, on peut ramener le cas ou 0 < ¢ < 1 au premier en considérant simplement 'inverse de

la suite (vy,), qui sera géométrique de raison — et divergera donc vers +oo. L'inverse d’une suite de

limite infinie a bien une limite nulle. De méme, si ¢ < —1, il suffit de considérer |v,|, qui est une
suite géométrique de raison |g| > 1 et diverge donc vers +o00; la suite (v,,) changeant tout le temps
de signe si ¢ < 0, elle ne peut avoir de limite. Par contre, si —1 < ¢ < 0, en passant encore une fois
a l'inverse, on déduira comme tout a I'heure que |v,| tend vers 0, ce qui est équivalent a dire que vy,
tend vers 0. O



Remarque 7. On dispose bien évidemment de tous les autres résultats classiques sur les limites,
notamment les limites de quotients de polynomes et autres croissances comparées, mais nous ne
disposons pas encore de notations adaptées pour les manipuler aisément. Ne vous inquiétez pas, ca
viendra. En attendant, on peut tout de méme utiliser tous ces résultats (que nous ne rappellerons
pas en détail ici) pour les exercices.

2.5 Inégalités et limites

Proposition 15. Soient (u,) et (v,) deux suites convergeant repectivement vers [ et I’ et telles que
U, < v, a partir d’'un certain rang. Alors [ < I'.

7
Démonstration. Petit raisonnement par I’absurde : supposons [ > I’ et posons € = ——, alors a
partir d'un certain rang on aura wu, €|l —e,l +¢[ et v, €]l —¢,I' + ¢[. Mais comme ' + & <1 —¢
(par construction de €), ceci est incompatible avec le fait que w, < v, a partir d’un certain rang.
L’hypotheése est donc absurde et [ < I'. O

Remarque 8. Cette proposition est souvent utilisée sous la forme plus simple ot 'une des deux suites

est constante. Ainsi, si (u,) converge et que u, < A a partir d’un certain rang, alors lim wu, < A.
n—-+o0o

Notamment, la limite d’une suite de signe constant est de méme signe que la suite.
Remarque 9. L’inégalité sur la limite est toujours large, méme si on a une inégalité stricte entre u,

1
et vy. Par exemple, Vn > 1, 1+ — > 1+ —, mais ces deux suites ont la méme limite.
n n

Théoréme 4. Théoréme des gendarmes (ou théoréme d’encadrement si vous voulez faire plus sé-

rieux).

Soient (uy,), (vy,) et (wy,) trois suites vérifiant u,, < w, < v, a partir d’un certain rang, et 11)111 Uy, =
n o

lim wv,, alors lim w, = lim wu, (ces limites ont le droit d’étre infinies).
n—+o00 n—+o00 n—+o00
Démonstration. Occupons-nous du cas ou la limite commune de (u,) et (w,) est un réel I, et choi-
sissons € > 0. Alors & partir d’un certain rang, on aura |u, — | < € et |v, — | < £. Autrement dit, wu,
et v, appartiennent tous deux a lintervalle |l — e,1 4 €[. Mais alors w,,, qui se situe entre les deux,

appartient lui aussi & cet intervalle, et lil}_l wy = . Le cas des limites infinies est tout aussi simple
n—-+0oo

(une seule des deux suites encadrantes suffit méme). 0

k=2n

Exemple : Considérons la suite définie par u, = g =X Trés pénible & étudier avec sa somme
k=n+1

a nombre de termes variable, mais si on ne veut que la limite, ¢’est beaucoup plus facile. Chacun

des termes de la somme est compris entre le plus petit, en I'occurence W, et le plus grand, &
n

1 n n

savoir , donc <u, < ———— (il y a n dans la somme définissant u,,). Chacune des
(n+1)2 @np S S Gy @Y ")

deux suites encadrant u, ayant pour limite 0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que

lim wu, = 0.
n——+o0o

Définition 12. Deux suites (uy) et (v,) sont adjacentes si elles vérifient les deux propriétés sui-
vantes :
e l'une est croissante et 'autre décroissante.
e lim u, —v, =0.
n——+0o0o

Théoréme 5. Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.



Démonstration. Supposons par exemple (u,) croissante et (v,) décroissance, et commengons par
constater que la suite (u, — v,,) est croissante et a pour limite 0. Cela implique que cette suite est &
termes négatifs : en effet, si on avait, pour un rang ng, tn, —vn, = @ > 0, (u, —vy,) serait supérieure
a a > 0 a partir d’'un certain rang, donc ne pourrait pas converger vers 0. Conclusion, Vn € N,
Up K Up-

Mais alors, on a Vn € N, u,, < v, < vg. Autrement dit, (u,) est croissante et majorée donc conver-
gente. De méme, (v,,) est décroissante et minorée par ug, donc converge également. Si on note [ et
I’ leurs limites respectives, on a lim u, — v, =1 —1' =0, donc | = I, ce qui achéve la démonstra-

n—-+00
tion. [l
k=n 1
Exemple : Considérons les suites définies par u,, = Z 72 et v, = u, + - Comme Upy1 — Uy =
k=0
1 . . . 1 1
m > 0, la suite (u,) est croissante. Par ailleurs, v,11 — vy, = upy1 + m — Uy — o=
1 1 1 n+nn+1)—(n+1)? -1 , o .
CESE + G ——= ( e -1)- 1)2 ) = CESIER qui est négatif. La suite (v,,) est donc
1
décroissante. Reste a vérifier que liIJIrl Uy — vy = 0, ce qui n’a rien de difficile puisque u, —v, = ——.
n——+o0o n

. . . - LS
Les deux suites sont donc adjacentes (pour les curieux, leur limite commune vaut F)

Ent(10™z) 1

T, et bn =ap + W sont
adjacentes et ont pour limite commune x. Le réel a, est appelé approximation décimale par
défaut de z & 107" prés, et le réel b, approximation décimale par excés de x a 107" prés.

Proposition 16. Soit € R. Les deux suites définies par a, =

Démonstration. Par définition des parties entiéres, on a Ent(10"z) < 10"z < Ent(10"z) + 1,
donc a, < = < b,. En multipliant cet encadrement par 10, on obtient 10 Ent(10"z) < 10"tz <
10 Ent(10"x) 4+ 1. Le membre de gauche et celui de droite dans cet encadrement étant des nomrbes
entiers, la caractérisation de la partie entiére permet d’affirmer que 10 Ent(10"z) < Ent(10"+z) <
10"z < Ent(10"12) + 1 < 10 Ent(10™x) + 1, soit en divisant le tout par 10", a,, < apy1 <
x < bpt1 < by. Autrement dit, la suite (ay) est croissante et la suite (b,) décroissante. De plus,

b, — an a certainement une limite nulle quand n tend vers +o0o. Les deux suites sont donc

107
adjacentes et convergent vers une méme limite. Les encadrement donnés plus haut indiquent que
cette limite commune est nécessairement inférieure ou égale a x (puisque la suite (a,) est majo-
rée par z), mais également supérieure ou égale a = (puisque (b,) est minorée par z). Elle est donc

nécessairement égale a x. [l

Remarque 10. Les nombres a, et b, correspondent effectivement aux valeurs usuelles utilisées pour
les approximations décimales. Par exemple, si £ = m, on obtiendra ag = 3.141 et by = 3.142.

Proposition 17. Méthode de dichotomie.

Soit f une fonction continue sur un segment [a; 0], telle que f(a)f(b) < 0 (autrement dit, f(a) et f(b)
sont de signe opposé). On construit deux suites récurrentes (a,) et (b,) en posant ag = a et by = b
an + by an + by .

puis en procédant ainsi : Vn € N, si f(a,)f < 5 5

> < 0, on pose apt1 = ap et by =

. an+b .
dans le cas contraire on pose apy1 = % et bp+1 = by. Les deux suites (a,) et (b,) sont alors
adjacentes, et elles convergent vers une limite commune « vérifiant f(«) = 0. De plus, on a Vn € N,
b—a . . .
b, —an, = T ce qui majore ’erreur commise en approchant « par a, ou b,.

Démonstration. Cette propriété est une conséquence du théoréme précédent. Les segments [ay; by]
sont emboités par construction, reste & prouver que leur largeur tend vers 0, ce qui découle de

10



. b—a .
Iaffirmation b, — a,, = o Prouvons cette affirmation par récurrence. Au rang 0, on a by — ag =
b— . . . .
b—a = 0 donc la proriété est vraie. Supposons la vraie au rang n. On a alors, au choix,
an + by, by, — an an + by, by, — an,
bpt1—Gnt1 = — —ap = —5 ou bpy1—apt1 = by — 5 = 7 Dans les deux cas,

1 1 1

2 X3~ g
rang n + 1. Il existe donc un unique réel o appartenant simultanément a tous les segments [a,; by, ].
Reste a prouver que f(a) = 0. Supposons par exemple f(a) > 0. Par construction, on aura toujours
f(ay) = 0 donc, la fonction étant continue, par passage a la limite, f(«) > 0. De méme, f(b,) < 0,
ce qui implique f(a) < 0. On conclut que f(a) = 0. O

en exploitant I’hypothése de récurrence, by, 11 — ap11 = ce qui prouve la propriété au

Exemple d’utilisation : On cherche & étudier les variations de la fonction f(z) = o*+42% +4x —5.
Cette fonction est continue et dérivable sur R, de dérivée f'(x) = 423 + 8x + 4o = 4g(z), avec
g(z) = 23 + 22 + 1. Cette fonction g est elle-méme dérivable et ¢/(z) = 322 + 2 > 0. La fonction g
est strictement croissante, elle s’annule en un unique réel «, et f est donc décroissante sur | — 0o; a
et croissante sur [o; 400].

S

On aimerait déterminer une valeur approchée de a. Ayons pour cela recours a la dichotomie, mais il
faut commencer par trouver un premier encadrement de «. On constate que g(0) =1 et g(—1) = =2,
donc la racine de g se trouve dans U'intervalle [—1;0]. On calcule ensuite g(—0.5), qui se trouve étre
négatif, donc « € [—0.5;0]. Puis on calcule g(—0.25), qui est positif, donc g(«) € [—0.5; —0.25]. On
sait donc déja que o ~ —0.375, & 0.125 prés. On aura naturellement recours & la calculatrice ou
a lordinateur pour effectuer ce genre d’algorithmes de fagon plus poussée. Remarquons que pour

obtenir une valeur approchée & ¢ > 0 prés, il suffit de choisir n tel que < e.
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