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Exercice 1 (*%*)

Calculer a 'aide des définitions les limites suivantes :

e lim n?2—2n=+
n—-+oo
1

e lim =
n—+oo2n + 3

Exercice 2 (**)

Vrai ou faux?

Une suite croissante a partir d’un certain rang est minorée.

Une suite convergente est nécessairement monotone a partir d’un certain rang.

Une suite divergeant vers +oco est nécessairement croissante a partir d’un certain rang.
Si (vp) est croissante, et Vn € N, u,, > v, alors (u,) est croissante.

Si (|uyn|) converge, alors (u,,) aussi.

Al

Si (|uy|) converge vers 0, alors (u,) aussi.

Exercice 3 (* a **)

Déterminer la limite éventuelle de chacune des suites suivantes :

3n —=2n n?—3n+2
n= " = (~n+2)e R T
JiE =T (n+2)! 1 n
A N CES T Cun=emanlny
: ny/In(1 + =)
o unzw e u, = sh(2n) — 2sh(n) ® u, = arctan Vo e
n — cos(n) 4

Exercice 4 (**)

Trois réels a, b et ¢ (avec a # 0) vérifient les drdles de conditions suivantes :

e a, b et c sont trois termes consécutifs d’une suite géométrique de raison q.

e a, 2b et 3¢ sont trois termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison ¢ (la méme que
ci-dessus, donc).

Déterminer les valeurs possibles de a, b, c et q.



Exercice 5 (*)

Déterminer pour chacune des suites suivantes la valeur de u,, en fonction de n :

1.

W

.~

up=1et Vn € N, upy1 = 4u,, — 6.
upg=0;u; =1et Vn € N, upyro = 3upt1 — 2u,

ug =0;u; =1et Vn € N, upyo = 6upy1 — uy

U +u . N
ug = 1, ug = 2 et Vn € N, upyo = % (méthode alternative a celle que vous avez

naturellement utilisée : étudier la suite (up+1 — uy))

10
. u0:2;u1:§etVn€N, 3Upt2 = dupy1 — up

cup=1+11+111+---+11...11

n

1
zo=2tetVneN, z,1 = §(2zn — Z,) (oui, c’est une suite de nombres complexes)

Exercice 6 (**)

On considére la suite (uy,) définie par ug = 2 et VYn € N, u,y1 = 2uy, + 2n? — n. Déterminer trois
réels a, b et c tels que la suite (v,) définie par v, = u, + an? + bn + ¢ soit une suite géométrique. En
déduire la valeur de u,,.

Exercice 7 (**)

1
On considére une suite (uy,,) définie par ug > 0 et Vn € N, uy,q1 = 3 <un +

a/ . 2
— |, oll @ est un réel

n

fixé strictement positif.

1.

2.

3.

Etudier la nature de la suite (uy,).

Up —Va
On pose v, = n+\[, déterminer v, 1 en fonction de v, puis v, en fonction de n et de vy.
Up, a
En déduire une majoration de I’écart entre u,, et la limite de la suite en fonction de ug et de
vg. Pour a = 2, quelle valeur de n suffit-il de choisir pour que u,, soit une valeur approchée de

la limite & 107190 prés (calculatrice autorisée pour I’application numérique!).

Exercice 8 (***)

. : o a\m™
On considére une suite (uy,) définie par u, = <1 + —) ,avec a € Ry,
n

1.

. Montrer que, Vx > 0

. En déduire que, Vn € N*,

Montrer que la suite est croissante (pour cette question, on étudiera les variations de la fonction
a

frz—2xln (1 + 7) en la dérivant deux fois).
x

<In(l1+1¢) <t

’1+t\
na

<Ilnwu, <a.

Montrer que la suite (uy,) est convergente.

5. Quel résultat obtient-on en prenant a =17



Exercice 9 (*%*)

. . = 3 1
On considére deux suites (uy,) et (vy,) telles que ug = vg = 1 et Vn € N, { Unt1 Un + Un +
Un+l = 2—2up,
1. Montrer que a,, = u, + v, définit une suite arithmétique.
2. Montrer que b, = 2u, + v, définit une suite arithmético-géométrique.

3. En déduire les expressions de u,, et de v,.

n

4. Calculer S,, = Zuk et déterminer la limite de cette suite.
k=0

Exercice 10 (*)

On consideére la suite (uy) définie par ug = 0 et Vn € N, up41 = f(uy), ot on a posé f(z) =
dr + 2

T+5
1. Déterminer les réels x vérifiant f(x) = x. On note a le plus petit d’entre eux, et b le plus grand.

Uy —
2. Expliquer soigneusement pourquoi la suite (v,) définie par v, = — est effectivement bien

Up — @
définie.
3. Montrer que la suite (v,) est géométrique.
4. En déduire une expression explicite de u,,.
Exercice 11 (*)
k=n
On considére deux suites (u,) et (v,) définies de la fagon suivante : w, = Z ik et v, =
. k=0
Uy, + ol Montrer que ces deux suites sont adjacentes (les curieux seront contents d’apprendre
n x n!

que leur limite commune vaut e). Question subsidiaire (nettement plus difficile) : montrer que la
limite commune des ces deux suites est un nombre irrationnel (qu’on ne peut pas écrire sous la forme
d’un quotient d’entiers) en faisant un raisonnement par 1’absurde.

Exercice 12 (**)

Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. On définit deux suites de la fagon suivante : ug = a;

Up + v
vo =b et ¥n € N, uni1 = /iUy et vpi1 = ———

1. Vérifier que ces deux suites sont bien définies.
2. Montrer que, Vn € N, u,, < v, (pour une fois, pas besoin de récurrence).
3. Déterminer la monotonie de chacune des deux suites.

4. En déduire que (uy) et (v,) convergent vers la méme limite.



Exercice 13 (***)

Démontrer le théoréme de Cesaro : si une suite (u,,) converge vers une limite finie [, alors la suite

k=n
(vy,) définie par Vn € N, v, = Y Z ug a la méme limite [ (on pourra commencer par traiter le
n
k=0
cas particulier ou [ = 0, et revenir a la définition de la limite).
k=n
Pour une suite (u,) convergeant vers [, on pose désormais v, = — Z kuy. Déterminer la limite de
n
k=0

(vp,) en utilisant une technique proche de celle de la premiére question.

Exercice 14 (***)

. . . zZn + |2
On considére une suite complexe définie par zgp € Cet Vn € N, z,41 = n2|n|

1. Etudier la suite dans le cas particulier ot zg € R.

2. On suppose désormais que zy n’est pas réel et on pose zy = re', avec 6 €] — 7, 0[U]0, 7[. De
méme, on notera 1, et @, le module et 'argument de z,. Exprimer r,41 et 6,1 en fonction
de r, et 0,,.

3. En déduire une expression explicite de r, et de 6,,.

4. Montrer que la suite (z,) converge vers une valeur a préciser.

Exercice 15 (**%*)

Cet exercice a pour but de démontrer certaines propriétés de la suite de Fibonacci. Rappelons
que cette suite (F,) est définie de la fagon suivante : Fy =0, F; =1, et Vn € N, F 10 = Fy1 + Fp.

1+v5 1
2

(c’est le fameux nombre d’or), on pourra noter ¢ = ——
¥

On note dans cet exercice ¢ =

I'opposé de son inverse si on le souhaite.

]_ —
1. Vérifier que ¢ = 2\/5.

2. En remarquant que (F),) est une suite d’un type bien connu, déterminer explicitement F,, en
fonction de n (on ne sera pas surpris d’avoir des coefficients un peu laids, et on se posera par
contre des questions philosophiques si ¢ n’intervient pas dans la formule).

Fn+1

3. On note, pour tout entier naturel n > 1, u,, = . Donner la valeur des cinq premiers termes

de la suite (up). "

4. Etudier la monotonie de la suite (u,) (ne vous étonnez pas s'il n’y a pas de conclusion simple).

5. En utilisant le résultat de la question 2, prouver que lim wu, = .
n—-+00

6. Déterminer une fonction simple f telle que uny1 = f(uy). Etudier la fonction f, puis tracer
dans un méme repére une allure de sa courbe représentative et la droite d’équation y = z. Faire
un schéma permettant de comprendre la monotonie et la limite de la suite (u,) dans ce méme

repeére.
1
7. Montre e,Vn=>1, |p— = .
ntrer que, Vn lo — up| oF,
s 1
8. En déduire que |¢ — uy| < 7

9. Donner un nombre rationnel approchant ¢ & 10~* prés (on utilisera évidemment la question
précédente). Est-ce une approximation par défaut ou par excés? Donner les valeurs décimales
approchées & 10™% prés par défaut et par excés de .



10. Montrer que, pour tous les entiers pour lesquels ¢a a un sens, Fy,, = F,,_1F), + F,Fp11. En
déduire que tous les termes impairs de la suite de Fibonacci sont des nombres entiers pouvant
s’écrire comme somme de deux carrés de nombre entiers.

n
11. Montrer que, Vn € N, ZFk =Fhi2— 1.

k=0
12. Montrer que, Vn € N, F,1F,_1 — F2 = (—1)" est une suite géométrique, et déterminer sa
valeur.
F, F, s
13. En déduire que, Vn € N, arctan < n+2> — arctan < n > =—.
Fo Fots 4

Probléme (***)

Pour toutes suites numériques u = (up)nen €t v = (vUy)nen, on définit la suite u v = w par :

n
vn eN, w, = Zuk Up—k
k=0

Partie A : Exemples

1. Premiers exemples
Pour tout entier naturel n, calculer w,, en fonction de n dans chacun des cas suivants :

(a) pour tout entier naturel n, u, =2 et v, = 3.

(b) pour tout entier naturel n, u,, = 2" et v,, = 3".

2. Un résultat de convergence
1 n
Dans cette question, la suite u est définie par : Vn € N, u,, = (2> et v est une suite de réels
positifs, décroissante & partir du rang 1 et de limite nulle.

(a) Etablir, pour tout couple d’entiers naturels (n, m) vérifiant n < m, l'inégalité :
m
jg: U < Un
k=n+1
(b) Soit n un entier strictement supérieur & 1. Prouver les inégalités :
Wap < Vo Un + 20p +V1Un €6 Wapp1 < Vo U2nt1 + 2041 + V1 Up

(c) En déduire que les deux suites (waon)nen €t (Want1)nen convergent vers 0 ainsi que la
suite (wp)nen-

1\" .
(d) Soit ' la suite définie par : Vn € N, u/ = (—2) . A laide de la question précédente,

montrer que la suite u’ % v est convergente et de limite nulle.

Partie B : Application a I’étude d’un ensemble de suites
Dans cette partie, A désigne I’ensemble des suites a = (ay)nen de réels positifs vérifiant :

1
Vn e N*, apiq < i(an+an,1)

1. Montrer que toute suite décroissante de réels positifs est élément de A et qu’une suite stricte-
ment croissante ne peut appartenir a A.



1
2. Soit z = (zn)nen une suite réelle vérifiant : Vn € N*| 2,41 = §(zn + 2n—1).

(a) Montrer qu'il existe deux constantes réelles « et 3 telles que l'on a :

1 n
Vn € N, zn:a+ﬁ(—2>

(b) En déduire qu'il existe des suites appartenant & A et non monotones.

1 n
3. Soit @ = (an)nen un élément de A et b la suite définie par : Vn € N, b, = <2> .

1
On définit alors la suite ¢ par : ¢g =ag et Vn € N*, ¢, = a, + §an,1.

(a) Montrer que la suite ¢ est décroissante a partir du rang 1 et qu’elle converge vers un
nombre £ que I'on ne cherchera pas & calculer.

k
n 1
(b) Pour tout entier naturel n, établir I'égalité : ) <—2> Cr—k = .
k=0
Que peut-on en déduire pour les suites bxcet a?

(c) Soit ¢ la suite définie par : Vn € N, g, = ¢, — £ et d la suite bxe.

En utilisant le résultat de la question 3. de la Partie 1, montrer que la suite d converge
vers 0.

3 2

En déduire que la suite a converge et préciser sa limite.

9 1 n+1
(d) Pour tout entier naturel n, établir 'égalité : dp, = an — =€ | 1 — (—) .



