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27 janvier 2015

Exercice 1 (* a **)

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de dérivabilité et étudier ’existence
de tangentes (éventuellement verticales) aux points posant probléme. On essaiera également, lorsque
c’est possible, d’étudier les variations de la fonction et d’en tracer une allure de courbe représentative.
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Exercice 2 (**)

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = z?". Calculer la dérivée n-éme de f de deux facons
différentes (directement, et a 1’aide de la formule de Leibniz en écrivant f sous forme de produit),

n 2
puis en déduire la valeur de Z (Z) .
k=0

Exercice 3 (*)

Soit f : R — C une fonction dérivable. A quelle condition la fonction g : @ + |f(x)| est-elle
dérivable en a? Donner dans ce cas I'expression de ¢'(a).

Exercice 4 (**)

Soit f : [0;a] — R une fonction dérivable, telle que f(0) = f(a) = f'(0) = 0.
f(z)
x

1. Montrer que la dérivée de la fonction f : z +—

s’annule sur ]0; al.

2. En déduire que la courbe de f admet une tangente passant par l'origine autre que celle en 0.

Exercice 5 (***)

1
Soit f la fonction définie (et C*°) sur R par f(z) = 1.2
1. Montrer que, ¥n € N, f(™(z) = _Pulw) ou P, est un polynéme dont on précisera le
. que, ’ - (1+x2)n+17 n poly P

degré. on donnera également une relation entre P41, P, et P).

2. Calculer Py, P, et Ps, et déterminer leur racines (si possible).



3. En appliquant la formule de Leibniz a I'égalité (1 + z2)f(x) = 1, montrer que, Vn > 1,
Poii(x) 4+ 2(n+ DazPy(z) +nn+ 1)1+ 22)P,_1(x) = 0.
4. En déduire que P! (z) = —n(n+ 1)P,_1(x).

5. Les polynémes P,, peuvent-ils avoir des racines réelles multiples ?

Exercice 6 (***)

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (1 —22)", ot n est un entier naturel non nul. Montrer
que f (") est un polynoéme de degré n admettant exactement n racines simples réelles comprises entre
—1 et 1 (une récurrence pourrait étre utile, mais pas forcément sur lentier n).

Exercice 7 (*%*)

1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a;b] et dérivables sur Ja;b[. Montrer qu'il existe
z €la; o[ tel que f'(z)(9(b) — g(a)) = ¢'(x)(f(b) — f(a))-

2. En déduire la régle de I’'Hopital : Si f et g s’annulent toutes les deux en un point a, sont
continues et dérivables au voisinage de a (sauf éventuellement en a pour la dérivabilité), ne

!/
s’annulent pas au voisinage de a, et vérifient lim f(z) =1 € R, alors lim@ =[.
z—a g' (1) z—a g(x)
1— In(1 —
3. En déduire les limites suivantes : limM et limw.
z—0 xz z—0 1'2

Exercice 8 (***)

Soit f une fonction dérivable sur R, telle que ¥(z,y) € R?, f(z+y)(1— f(z)f(y)) = f(x)+ f(y).
1. Calculer f(0).
2. Montrer que, Vz € R, 1_{/}2)2 = f/(0).

3. Montrer qu'il existe deux constantes a et b telles que Vo € R, arctan(f(z)) = ax + b.

4. En déduire que f est constante, et conclure.

Exercice 9 (**)

1
Soit (uy) la suite définie par ug =1 et VYn € N, up41 = up + 1(2 —u?).

1 B
1. On note f la fonction définie par f(x) = z+ 1(2 —2?). Etudier les variations de f et déterminer

ses points fixes.

, et que f([1;2]) C [1;2].

DN | =

2. Montrer que Vz € [1;2], |f/(z)] <
1
3. En déduire que Vn € N, u,, € [1;2], et que |uy1 — V2| < §|un —2|.

1
4. Prouver par récurrence que Vn € N, |u, — v/2| < on et en déduire la limite de la suite (uy,).

5. A partir de quel rang a-t-on |u, — ﬂ| <1097



Exercice 10 (**)

oz
Clnz+1°

1 1
On considére la fonction f définie sur ]0; - [ U} —; 400 [ par f(x)
e e
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. La fonction prolongée est-elle dérivable en
07
2. Etudiez les variations de f et tracer I'allure de sa courbe représentative.
3. Déterminer les points fixes de f.

4. On définit une suite (z,) par zg =2 et Vn € N, 2,41 = f(zp).

(a) Etudiez sur R, la fonction g : x en déduire que Vz €]1; 400, 0 < f'(x) <

AN

+1)%

(x
1
(b) En déduire que Vn € N, |z,4+1 — 1] < —.

|z, — 1], puis que |z, — 1| <

N

(¢) En déduire la limite de la suite (x,).

Exercice 11 (**%*)

On considére la fonction f définie par f(x) = Shg(g 7
x

1. Montrer que f est de classe C* sur son ensemble de définition. Quelle est sa parité?

2. Montrer que f est prolongeable par continuité sur R, et que son prolongement est de classe C2
sur R. Préciser les valeurs de f/(0) et f”(0).

3. Résoudre I’équation sh(z) = 1, on note « sa solution. Vérifier que a €]0; 1] et calculer ch(a).
. 1
4. Etudier le signe sur R de ch(t) — t, puis prouver que V¢ > 0, 0 < tch(t) — sh(t) < 5 sh?(t).

5. On définit une suite (uy,) par ugp = 0 et ¥n € N, w41 = f(uy,). Déterminer la nature de la suite

Probléme (***)

Le but de ce probléme est d’étudier numériquement les solutions d’équations du type
"+ 4t =a

1. Résolution numérique de I’équation x> + 2z — 1 = 0.

1
On considére dans cette question la fonction f définie sur Ry par f(x) = T
x

(a) Montrer que 'équation 22+ x — 1 = 0 a une seule racine dans l'intervalle ]0; 1] et préciser
la valeur de cette racine, qu’on notera désormais rs.

(b) Montrer que, Vz € [;, 1], f(z) € [;, 1].

1 4
(c) Calculer la dérivée f’ de f et prouver que, Va € {2; 1], |f(2)] < g
(d) On considére la suite (u,) définie par up = 1 et Vn € N, upy1 = f(up). Prouver que

4 n
Vn € N, |u, — 12| < <9> , et en déduire la convergence de (uy,).

2. Résolution numérique de I’équation 23 4+ 22 + 2 — 1 = 0.
1

On considére désormais la fonction ¢ définie par g(z) = ——+——.
g par 9(@) = 3o

(a) Montrer que I'équation 23 + 22 4+ — 1 = 0 a une unique solution r3 appartenant & ]0; 1[.



(b)

(c)
(d)

1
Montrer que l'intervalle [3; 1] est stable par g.

1
Calculer les dérivées ¢’ et g” et déterminer le maximum de |¢'(z)| sur l'intervalle [3; 1} :

On considére la suite (v,) définie par vg = 1 et Vn € N, v,41 = g(vy,). Majorer |v, — 73|
en fonction de n, et prouver la convergence de (vy,) vers rs.

3. Racine positive de I’équation z" + 2" ' + ... + 22 + 2 —a = 0.

On désigne désormais par a un réel strictement positif, et on note, pour tout entier n > 2, h,
la fonction définie par h,(z) = 2" + 2" 1 4+ --- + 22 + 2 — a.

Montrer que sur I'intervalle ]0; +o00[, I’équation hy(x) = 0 posséde une unique racine qu’on
notera t,, puis que t, €]0;1[ si n > a.
Montrer que (z — 1)h,(z) = 2" — (a + 1)z + a.

Montrer que hy41(tn) > hn(ty), et en déduire que la suite (t,,) est strictement décroissante,
puis qu’elle converge vers une limite qu’on notera désormais a.

Montrer que, si A € N, on aura 0 < ¢} <t} si n > A. En déduire, en choisissant A > a,

li n—=0.
que lim 1= 0

Exprimer la limite « en fonction de a.

4. Racine positive de I’équation nz" + (n — 1)1 + -+ + 22 + 2 —a = 0.
On note dans cette partie i, (z) = nz™ + (n — Va1 4+ ... 4222+ — a.

Montrer que I'équation i,(z) = 0 posséde une unique solution sur ]0; +oo[, et que cette
solution appartient & 'intervalle |0; 1] si n(n 4+ 1) > 2a. On notera cette solution y,,.

Prouver la relation (z — 1)%i,(z) = na"*? — (n + 1)a" ™! + 2 — a(z — 1)%
Montrer que ip+1(Yn) > in(yn). En déduire la décroissance de la suite (yy,), et sa conver-
gence vers un réel 8 € [0;1].

Montrer que 0 < ny,, < ny'y dés que n > A, ot A(A+1) > 2a. En déduire la limite de la
suite (ny)'), puis déterminer 8 en fonction de a.



