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Probléme
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Puisqu’on sait que 1’éléve mange a '’heure 0, ’énoncé nous donne immeédiatement a; = ¢; = =

et by = 0. Pour les probabilités suivantes, on est obligés d’utiliser la formule des probabilités

totales (ou de faire un arbre complet jusqu’a la troisiéme heure, ce qui n’est pas encore trop

1
violent) : ag = —¢; = = (il ne peut travailler que s’il dormait a I’heure précédente, on sait déja

4 8
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qu’il ne mangeait pas), by = §a1 + 101 =3 et cg = §a1 + 501 =3 Sur le méme principe,
—1b+1 ) +1 3‘5 1 —I—b+1 1
az = 502 462_16’ as c2 etey=g5a3t 50t o= g

1
b = — =
379 4 16 2

1
. On peut le voir comme une application de la formule de Bayes, on sait que Pa,(C3) = oL donc

Pay(C3) x P(Ag) _3xg 1
P(Cs) 3 8
Les événements A,, B, et C, formant évidemment un systéme complet d’événements, une

1 1
application directe de la formule des probabilités totales donne tout de suite a,11 = 5bn+ ch ;

1 1 1 1
bny1 = ian + ch et cpy1 = §an + Ebn + icn (on ne fait que généraliser les formules déja

appliquées & la premiére question).

(a) Puisqu’on a un systéme complet d’événements, on sait déja que a, + b, + ¢, = 1 (inutile
de faire le moindre calcul, mais on peut aussi vérifier a ’aide des formules de récurrence),
donc (uy) est constante égale & 1. Pour (v,), il est clairement plus malin de prendre

Vp = an + b, — ¢, on paur alors calculer en utilisant les relations de la question 3 :

1 1 1 1 1 1
Untl = OGnt+1 + bnt1 — cngp1 = —bn + ch + =a, + Ecn — ian — =b, — =¢, = 0. Seule la

2 2
valeur initiale vg est égale & 1, ensuite la suite est nulle.

1
(b) Comme u,, — v, = 2¢,, on en déduit imméiatement que 2¢, = 1, soit ¢, = 3 a partir

du rang 1. On peut alors réécrire les relations de récurrence pour les deux autres suites :

1 1 1 1 1
Ont1 = ibn + 3’ et b1 = 5% + 3 Or, on sait que a,, + b, + ¢, = 1, soit b, = 3~ A,

1/1 1 3 1 ) . " .
donc apy1 = G an | + 3 = 3~ ian. La suite (a,) est donc arithmético-géométrique

(attention quand méme, la relation n’est vraie qu’a partir du rang 1), son équation de

1
point fixe z = 3~ ix donne x = 7 et on peut donc poser a,, = a, — —. Vérifions que
1 ite (o) ost géométri 1 3 1 1 1 1 1
a suite («y,) est géométrique : « =a — - = - — =y — - = - — =y = ——Qy.
n g q n+1 n+1 4 3 o dn 4 3 o dn o n
. . 1 . 1 1
La suite (o) a donc pour raison —3 et pour premier terme oy = a3 — — = —, on en

4
1 1 n—1 1 n+1 1 1 1 n—1
déduit que a,, = 1 X <_2> = <_2> , buis ap, = oy + 1 = Z 1+ <—2> .



6.

Plusieurs possibilités pour en déduire la valeur de b, bien entendu sans refaire de calcul

, 1 1 "
longs : on peut par exemple exploiter que b, = 3~ ap = 1 1- —3 .
o . L 1 . o1
La limite de (cy) est bien sir égale a ok les deux autres suites ont pour limite 1 On en

déduit qu’a long terme, le taupin va dormir la moitié du temps, manger le quart du temps
et quand méme travailler le quart du temps restant.

¢ 1101
n 2 2 2
En modifiant ’énoncé et en posant X, = | a, |, on posesimplement A = i 0 %
b s 100
n 1 2

11 suffit de faire une petite récurrence. La propriété est stirement vérifiée au rang 0 puisque
A%Xy = Xy, et si on la suppose vraie au rang n, alors X,,1 = AX,, = A x A"X, =
A1 X, ce qui prouve I'héréditeé.

. On

Commencons donc par calculer A% = , puis A3 =

| s | =D | =
oo
Sl |owor—
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vérifie alors facilement que A% = — (A% 4 A). La matrice A ne peut pas étre inversible : si

1
2
c’était le cas, on pourrait écrire 243 —A%2 -~ A = A(2A2—~A—1) =0,donc 242 —-A—1 =0
(en multipliant par A~1). Or, 242 — A n’est pas du tout la matrice identité (ca ne marche

méme pas pour le premier coefficient). La matrice A n’est donc pas inversible.

x - 2z = a
Utilisons par exemple la méthode du systéme : x — y + z = 2b (en multi-
r + y + z = 2

pliant par 2 les derniéres équations pour ne pas trainer de fractions). La différence des
deux derniéres équations donne immeédiatement 2y = 2¢ — 2b, soit y = ¢ — b. La somme

1 1 1 1
des deux premiéres donne alors 2z — y = a + 2b, soit z = 2@ +b+ 3Y =350 + §b + 3¢
1 1
Enfin, z = ¢z —a = —Ea + §b + ic. On conclut a l'inversibilité de la matrice P, et
1 11
2 2 2
Pl=1 0 -11
11 1
2 2 2
1 0 0 1 0 0
On calcule donc AP = % % 0 |, puis P71AP = 0 f% 0 |. On prouve
3 -+ 0 0 0 0

ensuite par récurrence que A" = PD"P~! : c’est vrai trivialement au rang 0 puisque
P71IP =1 = A" et en supposant la formule vraie au rang n, on aura A" = A x A" =
PDP~'PD"P~! = PD""1P~1 Les puissances de la matrice D étant triviales, il ne

1 0 0
s . .. . n 1 1\n+1
reste plus qu’un petit calcul matriciel pour terminer : PD" = 5 (—5) 0 1,
1 (_l)n—I—l 0
2 2
1 1 1
2 2 2
puis PD"P~t = | 2 +—(=1)"" 14 (=2)"*1 | .1l ne reste plus qu'a appliquer la
1 1 _ Iyl 1 1yn+l
5 11+ (=32) i~ (=3)

1 1 1 n+1 1 1 n+1
formule X,, = A" X pour retrouver ¢, = 3 Sap = — + (—2> et b, = - — <—> .

(a) La linéarité est triviale. Pour le noyau, on va évidemment résoudre le systéme

r + vy + z =0
x + 2z = 0 (comme d’habitude, on multiplie pour éviter les fractions).
r + 2y =0



(e)

On a donc x = —2z et y = z, et la premiére équation est alors toujours vérifiée. On a donc
ker(f) = {(—22,2,2) | z € R} = Vect((—2,1,1)). En particulier, dim(ker(f)) = 1, et le
théoréme du rang nous permet d’affirmer que dim(Im(f)) = 2. Pour I'image, on peut bien
str calculer les images des vecteurs de la base canonique, ou plutot de ces vecteurs mul-
tipliés par 4, 2 et 2 pour éviter les fractions : dim(Im(f)) = Vect((2,1,1);(1,0,1);(1,1,0)).
Le premier vecteur étant la somme des deux autres, une base de I'image est ((1,0,1); (1, 1,0)).
L’application n’étant pas injective (ni surjective), ce n’est pas un automorphisme.

Encore des systémes & résoudre. Attention, si on multiplie pour éviter les fractions, &
ne pas oublier de multiplier aussi le membre de droite. Pour F', on se raméne donc &

r + y + z = 2z -r + y + z =0
x 4+ 2z = 4y , soit r — 4y + 2z = 0 . En soustrayant les
x + 2y = 4z x 4+ 2y — 4z = 0

deux derniéres équations, 6z — 6y = 0, soit y = z. La premiére équation donne alors
x = 2z, et le systéme est complétement vérifié avec ces deux conditions. On en déduit que

r + vy + z = -z

F = Vect((2,1,1)). De méme, pour G, on résout ¢ =« + 2z = =2y . Cette
x + 2y = -2z

fois, la soustraction des deux derniéres équations donne y = —z, et la premiére équation

donne alors 2z = —y — #z, soit = 0. On en déduit aisément que G = Vect((0,1, —1)).

On veut donc écrire un vecteur v = (z,y, 2) sous la forme v = a(—2,1,1) + b(2,1,1) +

—2a + 2b =z
¢(0,1,—1), ce qui nous rameéne a nouveau a un beau systéme : a + b + ¢ = y.
a + b — ¢ = z
1 1
Pour changer, soustrayons les deux derniéres équations : 2c = y — z, donc ¢ = 3¥~ 5%
1 1 1 1 1 1 1
On adoncb—a = 3% etbt+ta=y—c= §y+§z, d’ot a = —Zx%—zy—l—zz et b= Za:—i—
1+1 Aut ¢ dit 1 1 1 1+1 +1 1+1 +1
—y+-z. Autrement dit, ugy = | zx — ~y — —2; ——x + = —2;——x + — -z sup =
177y T T Y T Tt T YT s Tt T TR )

2 2 2774 4 4 4 4 2 2 2 2

Les trois coordonnées de p o p(x,y, z) sont respectivement égales a :
1+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 1+1 +1
o — — — — — — — — —z = - — —
AT Y T TR T Y TR TR T RY T gE T T T Y TS
e pareil qu’au-dessus en divisant tout par 2.

e pareil que juste au-dessus.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
*IL’—F*Z/-F*Z‘*.T—l-*yﬁ-*z;zl‘-i-*y-i-*z ,etug= 0, -y —z2;—-y+ -2 .

Ouf, p est bien un projecteur. On fait pareil pour ¢ :

5D SRS S RS T
o —y— — —Yy — —zZ = -y — —
Y= 2Ty 7T Y 9%
(SN B T 11
o ——y+-2z——-y+-2=—-y+-2
TPy 2979

La encore, on a un projecteur. Derniére vérification :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
AT T T TR TRV T RFTRT TRV TRF T
e pareil avec un facteur —3
e pareil que juste au-dessus.

Bon, on a bien nos trois projecteurs. Y a-t-il moyen d’éviter les calculs pénibles pour les
composées par f? Oui, bien siir, par définition, quel que soit le vecteur u, p(u) € F, ce
qui revient a dire que p(u) € ker(f —id), donc f(p(u)) = p(u), ce qui revient & dire que

fop=np. Deméme,foclz_iqet for=0.

On peut toujours faire un ou deux petits calculs pour comprendre ce qui se passe : p+q+



1 1 1
r =id = fY. Ensuite, f = foid = fo(p+q+r) = P54 Puis f2 = fo (p - 2q> = p—}—zq.

n
On devine facilement que f™ = p+ —3 q, et on le démontre par une récurrence triviale

(non, franchement, elle est vraiment triviale, celle-1a). En reprenant les expressions de p

1 1 1
et de ¢, on a donc f™(z,y,2) = (235 + Y + 5%

(o () (- () (- ()7 (9 7)1)

(f) En fait c’est trés simple, on a tout simplement (¢p+1;an+1;0p+1) = f(Cn;an;by). On en
déduit (encore une récurrence triviale) que (cy, an,bn) = f™(co, ag, bo), ce qui permet de
retrouver trés facilement les valeurs prises par nos trois suites.



