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Exercice 1

1. Posons donc y,(x) = P(x)sh(x), alors y,(x) = P'(z)sh(z)+P(z) ch(z), et y, (x) = P"(z) sh(z)+
2P'(x) ch(z) + P(x)sh(z), puis y,(x) — yp(x) = P"(x)sh(zx) + 2P'(x) ch(z). Si on veut que
notre fonction soit solution de (E), il suffit donc d’avoir a la fois P”(z) = 0 et P'(z) =1, ce
qui marche trés bien avec P(z) = x. On peut donc poser y,(z) = xsh(z). Les solutions de
I'équation homogene associée a (E) étant les fonctions de la forme y,(x) = Ash(x) + B ch(x)
(non, pas besoin de calculs pour ¢a), on en déduit que les solutions de (F) sont de la forme

y(z) = (A + x)sh(z) + Bch(x).

2. Notons donc y une solution de (F') (contrairement a ce qu’indique I’énoncé), et posons y(x) =

2(z) Z(x)  2(x)

—— alors ¢/ (x) = ——=% (en dérivant comme un produit plutét que comme un quotient),
x
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puis ¢’ (z) = Zlo) i (;E) + z(gx) Le membre de gauche de ’équation (F') est donc égal a
x x x
/ !/
2(x) — i () + 2z(§) + 22 (z) _ 2z(§) — z(z) = 2"(x) — z(x). Si y est solution de (F), la
x x

fonction f est donc solution de (E). Puisqu’on a vu précédemment que z(z) = (A + ) sh(x)

Bch(x), on en déduit que les solutions de I’équation (F') sont les fonctions y(z) = sh(x)
Ash(z) + Bch(x)
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3. Les deux conditions se traduisent par sh(1) + Ash(1) + Bch(1) = 0, et y/(x) = ch(x) +

Azxch(x) + Bxsh(x) — Ash(x) — Bch(x
(z) + Bush(z) ~ Ash(z) () done ch(1)+ A ch(1)+ Bsh(1)— Ash(1)— Bch(1) =

x
sh(1). Le plus simple est de constater brutalement que A = —1 et B = 0 conviennent, ce qui
h
donne z(z) = sh(x) — w
x

Exercice 2

1
1. On normalise pour obtenir 3 + i Les solutions de 1’équation homogéne associée sont

2z 2

1 K
yp(z) = Ke™ 2 In(@) — —_ Utilisons la variation de la constante pour déterminer une solution

N
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particuliére de la forme y,(z) = ﬂ On a alors y,(z) = K'(z) (z) Sans surprise, les
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K'(z) 1

termes en K () se simplifient dans le calcul de y;,(x) + Up(2) , et il ne reste plus que =

2z NG 2’

x /T x
soit K'(z) = %, et K(z) = T\/_ Notre solution particuliére est donc y,(z) = 3 (oui, on
pouvait aussi la trouver directement), et les solutions complétes de 1'équation sont donc de la
K x
forme y(z) = — + <.
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1
. Dans la formule précédente, on a y(1) = K + 3 donc on pose simplement fi(z) =

e
+
Wl R

k
Puisque lim — = 0 (indépendamment de la valeur de k), la droite d’équation y = T est
z—+00./T 3

asymptote oblique a toutes les courbes intégrales de ’équation.

1 k 1 k
. Puisque fr(1) = k+ 3 et fi(xz) = e + , donc f1(1) = 375 I'équation de la tangente
1k 1 k 3k
recherchée est y = 373 (r—1)+k+ 3= % — ; + - Pour que les tangentes soient

concourantes, il faut trouver une valeur de x pour laquelle ¥ ne dépend pas de k. Autrement

x k
dit il faut annuler —— + —, ce qui est le cas lorsque = = 3. On a alors toujours y = 1, ce qui

2 2
prouve que toutes nos tangentes passent par le point A(3,1).
k 1 3 3k
. 11 suffit de résoudre I’équation f;(z) = 0, soit = —, ou encore 2 = —. On obtient
3k 3
donc 'unique solution z = <7> si k > 0 (si k < 0, la dérivée ne s’annule jamais, et

fr est strictement croissante). Cette valeur semble sans aucun intérét, mais il faut avoir le

3

) . 33k3 25 35k3
courage de calculer 'ordonnée des points correspondants : fj > =kX 4—+—==
33ks 3 x23

wln
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35 332
Cela signifie

2
k33 ,
T , soit exactement la valeur de 'abscisse du minimum.

+ X(2+4+1)=

les minimums des fonctions fk sont situés sur la droite d’équation y = x.

1
. La encore, une petite équation & résoudre : ——— —1— — =1 (la condition donnée revient a

2 f
2x\/5 3
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I’équation n’a pas de solution si k£ > 0, mais elle en a une si k < 0, égale a <_Z . On peut
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dire que la pente de la tangente vaut 1), soit , puis z2 = e Cette fois-ci,

2

= —k 2
effectuer un calcul d’ordonnée trés similaire & celui de la question précédente : fy <¥> =

23
2 2 2 2
k*23 33(—k)s —k)s 33(—k
- -+ ( 2 = ( " )1 X (—4+4+1) = —%, soit 'exact opposé de la valeur ou
33(—k)s 3 x23 2333 23
la tangente a pour pente 1. Autrement dit, les points correspondant sont situés sur la droite
d’équation y = —x.

wln
wln

. Pour Cy, pas beaucoup & se fatiguer puisqu’il s’agit d’une droite. On sait que f; a une dérivée

3
qui s’annule quand x = <§> ~ 1.31 (et 'ordonnée prend la méme valeur d’aprés les calculs

précédents). Plus simple, pour k& = —, la fonction fj aura une tangente horizontale au point

de coordonnées (1,1). On peut ajouer que, lorsque k > 0, la fonction f; est décroissante puis

croissante, avec des limites égales & +00 en 0 et en +00. Si k < 0, on a déja vu que la fonction

était strictement croissante, avec cette fois-ci lim0 fr(x) = —o0, le seul point d’intérét est celui
T—

3
ol la tangente a pour pente 1. Pour k£ = —1, il se situe pour x = <1> ~ (.83 (et avec une

ordonnée opposée). Pour k = —3 la tangente de pente 1 se situe au point de coordonnées

(—1,—1). Sur le graphique suivant, les droites d’équation y = = et y = —z sont indiquées en
pointillées, la courbe Cy (qui est également 'asymptote commune a toutes les courbes intégrales)
en rouge, C; en bleu, Cz en vert, C3 en violet, C_; en orange, C_a en marron, et C_3 en rose (les
tangentes remarquablegs n’ont pas été indiquées pour ne pas sflrcharger, mais elles se situent



évidemment aux intersection entre les courbes et les demi-droites en pointillés) :

7. 11 n’y aucune difficulté particuliére sur | — oo, 0], on trouve des solutions de la forme y(z) =

L T
— + = (la solution particuliére reste la méme). Pour prolonger les solutions en 0, il faut

NG

absolument que la constante soit nulle si on ne veut pas avoir de limite infinie, ce qui implique
immédiatement que la seule solution définie sur R est la fonction fo:x — —.

3
Probléme
I. Etude d’une fonction.
1tz-221
1. Calculons donc f'(z) = £ +(3£ n ;28);(:17) = x(lg—(l—x;2)2’ qui est bien du signe de g(z) quand
x > 0.
2. On va évidemment dériver une fois de plus : ¢'(z) = 22 — 4z In(z) — 22 = —4xIn(z). Méme

pas besoin de s’embéter avec un tableau de variations, la fonction g est croissante sur ]0, 1] et
décroissante sur [1, +-oo[. Par croissance comparée (pour le terme en 22 In(x)), lin%)g(x) = 1. Par
T—

ailleurs, g(x) = 1+ 22(1—21In(x)), ce qui permet de prouver facilement que liIJIrl g(x) = —o0.
T—1+00

Pas vraiment la peine de calculer le maximum de g (bon, on peut : g(1) = 2), la fonction sera
nécessairement positive puis négative, et s’annule pour une unique valeur.

3. Au vu des deux questions précédentes, la fonction f est croissante sur |0, m| et décroissante

1
sur [m,+oo[. Elle atteint pour maximum f(m) = 1Iiim)2. Or, par définition, g(m) = 0, ce
m
1
qui signifie que 1 + m? = 2m?In(m). On peut donc écrire f(m) = n(m) = —. Notons

2m2In(m)  2m



1
en passant que m > 1, donc f(m) < 3 De plus, lirr%)f(aj) = —oo (aucune difficulté), et
z—>

ligl f(x) =0 (croissance comparée). La fonction f s’annule par ailleurs quand x = 1, et elle
T—r+00

est positive sur [1,+oo[. On peut donc dresser le tableau suivant :

x| 0 1 m +00
T
2m2
0/ \o
/

— 00

4. La calculatrice (ou méme Python!) donne m ~ 1.90, et f(m) ~ 0.14. On prend évidemment
une échelle adaptée pour la représentation graphique :

1-
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I1. Etude d’une fonction définie par une intégrale.

1. C’est la primitive de f s’annulant en 1.

2. Si x > 1, la fonction intégrée est positive et les bornes sont dans le bon sens, donc F(x) > 0.
Mais si z < 1, les bornes sont inversées et on intégre une fonction négative, donc F(xz) > 0
quand méme! Finalement, F' est toujours positive (et s’annule bien sir pour z = 1). Ceux
qui aiment se compliquer la vie peuvent aussi utiliser les variations de F' puisqu’on connait le
signe de sa dérivée f : elle est décroissante sur |0, 1] et croissante sur [1,+o00[, et admet en 1
un minimum de valeur 0, donc elle est toujours positive.

1
1 z In(t 1
3. Par définition, F <_> = / n(t) dt. Effectuons le changement de variable u = T Les
1

x 1+¢2
1 1
bornes de l'intégrale deviennent donc 1 et z, et dt = —— du, et on trouve donc F <—> =
u x
T —1 -1 1
/ n(?) X — du = / gl(u) du. C’est exactement la valeur de F(x).
1 1+ U o u*+1
t — arctan(0
4. (a) On reconnait bien sr un taux d’accroissement : g(z) = arctan(z) — arctan(0) va tendre

z—0

quand z tend vers 0 vers arctan’(0). Comme arctan’(z) on a donc lin% g(x) =1.
T—

“Tra



(b) On effectue évidemment une IPP dans F(z) en posant u(t) = In(t), donc u/(t) = %, et

V'(t) = ——, donc v(t) = arctan(t). On trouve alors immédiatement F'(z) = [In(¢) arctan(t)]f—

T arctan(t
/ f() dt, ce qui donne la formule souhaitée.
1

t
M, avec limgjln(ﬂf) =0 (Croissance

(c) On peut écrire In(z)arctan(x) = (zln(z)) x L
z—

arctan(z
comparée classique), et lim arctan(z) =1 (on vient de le calculer!), donc lim In(z) arctan(z) =

z—0 X 1 z—0

xT
0. Par ailleurs, lir% — / g(t) dt = / g(t) dt (la fonction ayant pour limite 0 en 0, on
T—r 1
la prolonge en une fonction continue sur [0, 1], et cette intégrale existe donc bien). On est
incapable de calculer I'intégrale, mais peu importe.
(d) La dérivée f de F' admet pour limite —oo en 0, donc F' n’est pas dérivable en 0 mais y
admet une tangente verticale.
1
(a) Cest un cas classique d’IPP : on pose u(t) = In(t), donc u/(t) = o et v/(t) = t¥ qui

T

tk+1 tk-l—l T tk k+11
donne v(t) = ——, et on trouve Iy(z) = [ ln(t)] - / dt = n) _
1 1

k+1 k+1 k+1 k+1
[ th+1 ]m e ln(x) okl
1

(k+1)2 kE+1 (k+1)?
(b) Inutile de faire une récurrence, on calcule simplement Z(—l)kaz% = Z(—xz)k =
k=0 k=0
1— (_x2)n+l 1— (_1)n+1$2n+2

. Le membre de droite de ’égalité souhaitée vaut donc T2
x
2n+2
(o L
1422 1422
(c) Il ne faut surtout pas remplacer les Ioi(x) par leur valeur, mais commencer par tout

regrouper sous une méme intégrale :

- k _ | [F In(®) _n_km%n
F@) = Y0 Il = | [ s > | e a
/lw In(t) <ﬁ - Z(—l)kt2k> dt

k=0

T 4 t2n+1
In(¢)(—1)" dt

> | moey
sultat de la question précédente. Majorons maintenant la valeur absolue par l'intégrale
de la valeur absolue comme le suggére I’énoncé pour trouver une majoration par (j’ai la

In(t t2’ﬂ+2 T In(t t2n+2
O - / WO a
1+1¢2 1 1+t

fonction & intégrer étant négative mais les bornes dans le mauvais sens). On peut aller

n

en utilisant le ré-

€T
flemme de recopier le membre de gauche) : - /
1

un peu plus loin : est toujours inférieur & 1, donc on peut en fait majorer par

. 1+1¢2
/ In(t)t>"+2 cest-a-dire par Ip,qo(z).
1

(d) Silinégalité de la question précédente est vraie pour tout x entre 0 et 1, elle doit le rester
quand on fait tendre x vers 0 (on sera plus rigoureux dans ce genre de raisonnement apres
le chapitre sur la continuité). Il faudrait connaitre la limite quand = tend vers 0 de I ().

Ce n’est pas compliqué : lin%) x2h+1 In(xz) = 0 par croissance comparée, et le reste ne pose
T—r
1

pas de probléme, donc iig%)l%(x) = W Autrement dit, le membre de gauche de

notre inégalité tend vers |F'(0) — uy|, et notre majoration de droite tend vers [
n

ce qui donne exactement la majoration souhaitée.



(e) Il suffit de trouver un entier n pour lequel < 1072, u,, sera alors & une distance

1
(2n + 3)2
de F(0) inférieure & 1072. On doit donc avoir 2n + 3 > 10, soit n > 4. Le calcul peut en
1 1 1 191369 0.92

fait faire a1 in : =l——4+ = —+ — =
ait presque se faire a la main : ug 9+25 49+81 99 295

6. Voici une allure :




