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Exercice 1

1. F est défini par une équation linéaire homogéne, et G comme un Vect, ce sont donc des sous-
espaces vectoriels. De plus, si u € G, alors u = (a,a,a), et u ne peut appartenir également a F'
que si a —a+a =0, soit a = 0. Autrement dit, /N G = {0}. De plus, dim(G) = 1, et comme
F = Vect((1,1,0),(0,1,1)) (on peut le décrire par la condition y = z + z), dim(F) = 2. On en
déduit que dim(F)+dim(G) = 3 = dim(R?), ce qui suffit a affirmer qu’ils sont supplémentaires.
On cherche ensuite & écrire (1,2,3) = a(1,1,0)+b(0,1,1)+¢(1,1,1) = (a+c,a+b+c,b+c). En
soustrayant les deux premiéres coordonnées, on trouve immédiatement b = 1, et en soustrayant
les deux derniéres a = —1. Reste & constater que ¢ = 2, soit (1,2,3) = (—1,—1,0) + (0,1,1) +
(2,2,2) = (=1,0,1) + (2,2,2).

2. Bourrinons : si on écrit P = aX? + bX? + cX + d, alors P(0) = 0 implique d = 0, puis

1 1 b
/ P(t) dt = / at® + bt? + ct dt = % + 3 + %, qui doit donc étre nul. On peut par exemple
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décrire cette deuxiéme condition par I’équation a = —=b — 2¢. Notre ensemble peut donc étre
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décrit sous la forme {<_3b — 20) X3 4+bX2+ cX} = Vect (—3X3 + X2, -2X3 + X).

3. Les deux premiers vecteurs de la famille n’étant manifestement pas proportionnels, on cherche
donc & écrire le troisiéme comme combinaison linéaire des deux précédents, autrement dit

(1,-3,a,b) = x(—3,-2,—1,3)4+y(1,0,2,4). Les deux premiéres coordonnées donnent les condi-
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tions =3z +y =1et -2z = -3, soitxzi ety:1+3x:?. Onaalorsa:—x+2y:?

53
et b=3z+4y = Eh Oui, je sais, c’est palpitant.

4. La famille étant constituée de trois polynémes dans un espace vectoriel de dimension 3, il
suffit de prouver qu’elle est libre ou génératrice. Pour une fois, on va plutdt prouver qu’elle
est génératrice, comme ¢a on n’aura plus rien a faire pour la deuxiéme question. Soit donc un
polynéme P = a + bx + cX? qu’on souhaite écrire sous la forme z(X2+1) 4+ y(3X2% — X +3) +

r + 3y + 2z = ¢
2(X?% — X +1), on obtient le systéme — y — 2z = b .Manifestement, le systéme
r + 3y + z = a

ne peut avoir de solutions que si a = ¢, donc I'énoncé de I'exercice est faux!

Exercice 2

1
1. La méthode la plus rapide est de multiplier deux DL vus en cours : arctan(x) x a2 =
x
z’ 3 2 3 5 o 3 4 3 3
:c—g—i—o(x )) (1 —2"4o(z°) =z —=x —g—i—o(x ):x—gac + o(x?). Les plus tordus
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. On écrit par exemple T ter <(1 + 2x) (1 + z + T + T + 0(x3))> =

. : i 1 9
passeront par la promitive de qui est égale a 3 arctan(x).
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posant u = §x+1x2+§x3+0(x3), on peut donc écrire \/2%; =7 <1 +5u— guz + Eu‘g + 0(u3)> =
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. On passe sous forme exponentielle pour commencer, notons f(z) ce qui se trouve alors dans 'ex-
1 et —1 1 T+ Z t+o(x)) 1 1
tielle, soit = 1 = 1 2 =X
ponentielle, soit f(x) em_1n< . ) x—i—o(x)n( . x><1+0(1)><
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In (1 + g + o(x)) ~—x1x g ~ 5 La limite initialement recherchée vaut donc +/e.
x
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cos(x) 1—Z +o(z?) < x? 3 ) 5 3 3

. = - =(1——+o(x 1l—u+u*—u’+o(u’)), en po-

1+1In(l+x) 1_|_3;_%2_|_903i+0(x3) 9 (%) | ( (u®)) p

. x2+x3+ (). On obtient d cos(z) 1 x2+ @) (1 +x2 1‘3+ 5
sant 4 = x——+—+4o(z?). On obtient donc ————————— =1 — — + o(x -+ ——-——+4z‘—=x
2 3 1+ In(1+2) 2 2 3
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<1— a;+0($3)> <1—x—|—2x2—3x3—|—0(m3)> =1 —x—|—§x2 - 51:3 - % + % +o(z?) =
1—z+2%— —a23+o(2?).
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r—L 4L —x+ L 4o(? 2
. 11 suffit de faire le DLy en 0 de f : f(z) = 2 3 8 (@) :—g—i-%—i-o(:cZ).
x
La fonction est donc prolongeable en 0 en posant f(0) = 0, elle y admet pour tangente la droite
d’équation y = —g, et elle est localement située au-dessus de sa tangente.
In?(1 — h) h% + o(h?)
ommencons par poser T f(h) 1 taht D 5b 1+atbr@rahil?
Pour avoir une limite non nulle, il suffit donc d’'imposer 1 +a+b =2+ a =0, soit a = —2 et

b =1 (la limite sera alors égale a 1).
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. On commence bien stir par poser X = —, pour obtenir f(X) = < ( — 2>> = < ) =
x

X2\ X X3
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dit, f(x) = x—-——+o0|— ). La fonction admet donc en +oo une asymptote oblique
T—+00 3 9z T

d’équation y = = — 3 et sa courbe se situe localement en-dessous de cette asymptote.



