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Exercice 1

1. Le dénominateur de la fraction définissant f s’annule lorsque x2 = 1, donc Df = R\{−1; 1}.

2. La fonction f est dérivable sur son domaine de définition, et f ′(x) =
4x(x2 − 1)− 2x× 2x2

(x2 − 1)2
=

−4x
(x2 − 1)2

. Elle est donc strictement croissante sur ] − ∞;−1[ et sur ] − 1; 0] et strictement

décroissante sur [0; 1[ et sur ]1; +∞[. Notons au passage que f est une fonction paire, ce
qui explique la symétrie des variations ainsi que celles des limites que nous allons désormais
calculer. En gardant les termes de plus haut degré au numérateur et au dénominateur, on
obtient lim

x→±∞
f(x) = 2. Le trinome x2 − 1 étant positif en-dehors de ses racines −1 et 1, on a

facilement lim
x→−1−

f(x) = lim
x→1+

f(x) = +∞ et lim
x→−1+

f(x) = lim
x→1−

f(x) = −∞. On en déduit le

tableau de variations suivant :
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3. La fonction ne peut évidemment pas être injective si elle est paire. Par exemple, f(−2) = f(2) =
8

3
. Elle n’est pas non plus surjective pusique le tableau de variations montre clairement que les

valeurs comprises entre 0 (strictement) et 2 ne sont jamais atteintes. Pour rendre la fonction
bijective, le plus simple est de modifier d’abord l’ensemble d’arrivée : d’après la remarque
précédente, en posant J =]−∞; 0]∪]2,+∞[, f devient surjective de R vers J . reste maintenant
à modifier l’ensemble de départ pour rendre f injective. Pour cela, il suffit de restreindre f à un
ensemble sur lequel elle ne prend pas deux fois la même valeur. L’ensemble I = [0; 1[∪]1,+∞[
convient. La fonction f effectue donc une bijection de [0; 1[∪]1; +∞[ vers ]−∞; 0]∪]2; +∞[.

4. Pour voir si f est injective, considérons deux réels x et x′ tels que f(x) = f(x′), et cherchons à

savoir si x = x′. Supposons donc
2x2

x2 − 1
=

2x′2

x′2 − 1
, ce qui donne 2x2(x′2−1) = 2x′2(x2−1) puis

−2x2 = −2x′2. Ceci n’implique pas que x = x′ (on peut aussi avoir x = −x′), la fonction n’est
pas injective. En fait, on se rend facilement compte que f deviendra injective si on supprime
la possibilité d’avoir x′ = −x, ce qui sera le cas en restreignant f à R+ ∩ Df .

5. Pour la surjectivité, cherchons les antécédents d’un réel quelconque y, et partons donc de

l’équation f(x) = y, c’est-à-dire y =
2x2

x2 − 1
. Cela implique yx2 − y = 2x2, soit x2(y − 2) = y,
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ou encore x2 =
y

y − 2
. Cette équation n’admet pas toujours de solution (manifestement, y = 2

pose de gros problèmes), donc f ne peut pas être surjective. Plus précisément, y n’aura aucun
antécédent par f si

y

y − 2
n’est pas positif, c’est-à-dire lorsque y ∈]0; 2] (on retrouve le résultat

des premières questions). Si y ∈ R\{]0; 2]}, y admet deux antécédents par f , l’un positif et
l’un négatif (un seul dans le cas très particulier où y = 0). Pour rendre f bijective, il suffit

donc d’imposer la valeur positive pour l’antécédent, c’est-à-dire la solution x =

√
y

y − 2
à

l’équation précédente. Cela revient exactement à dire que la fonction réciproque de f , définie

sur ]−∞; 0]∪]2,+∞[ et à valeurs dans [0; 1[∪]1; +∞[, est donnée par f−1(x) =
√

x

x− 2
.

Exercice 2

• Ici, intégration directe en reconnaissant une forme
u′

2
√
u

(quitte à multiplier en haut et en bas

par 2), donc
∫ 1

0

t√
t2 + 1

dt = [
√
1 + t2]10 =

√
2− 1.

• Pour se débarasser de la valeur absolue, il faut connaitre le signe de ce qui se trouve à l’intérieur :
x2−x−2 s’annule pour x = −1 et x = 2 (qui n’appartient pas à notre intervalle d’intégration)

et le trinôme est négatif entre −1 et 2. On peut donc, via la relation de Chasles, écrire
∫ 0

−3
|x2−

x−2| dx =

∫ −1
−3

x2−x−2 dx+
∫ 0

−1
−x2+x+2 dx =

[
x3

3
− x2

2
− 2x

]−1
−3

+

[
−x

3

3
+
x2

2
+ 2x

]0
−1

=

−1

3
− 1

2
+ 2 + 9 +

9

2
− 6− 1

3
− 1

2
+ 2 =

59

6
.

• Un cas classique de double IPP : on pose d’abord u(x) = x2, donc u′(x) = 2x, et v′(x) =

v(x) = ex pour obtenir (en notant I l’intégrale qu’on cherche à calculer) I = [x2ex]
ln(2)
0 −∫ ln(2)

0
2xex dx = 2 ln2(2) − 2

∫ ln(2)

0
xex dx. On refait une IPP sur cette intégrale en posant

toujours v′(x) = v(x) = ex, et u(x) = x, donc u′(x) = 1. On trouve alors I = 2 ln2(2) −

2[xex]
ln(2)
0 + 2

∫ ln(2)

0
ex dx = 2 ln2(2) − 4 ln(2) + 2[ex]

ln(2)
0 = 2 ln2(2) − 4 ln(2) + 4 − 2 =

2(ln2(2)− 2 ln(2) + 1).
• Encore un cas où une IPP est ce qu’il y a de mieux. On pose u(t) = t + 1, donc u′(t) = 1, et

v′(t) = ch(t), dont v(t) = sh(t), pour obtenir
∫ 2

0
(t+1) ch(t) dt = [(t+1) sh(t)]20−

∫ 2

0
sh(t) dt =

3 sh(2)− [ch(t)]20 = 3 sh(2)− ch(2) + 1 (qu’on peut tenter de simplifier, mais ça n’a pas grand
intérêt).

• Un cas d’IPP plus subtil : on pose u(t) = ln(1 + t2), donc u′(t) =
2t

1 + t2
, et v′(t) = 1

pour obtenir v(t) = t. On en déduit que
∫ 1

0
ln(1 + t2) dt = [t ln(1 + t2)]10 −

∫ 1

0

2t2

1 + t2
dt =

ln(2) − 2

∫ 1

0

t2

1 + t2
dt. La dernière intégrale peut se calculer directement en constantant que

t2

1 + t2
=

1 + t2 − 1

1 + t2
= 1 − 1

1 + t2
. En notant I l’intégrale à calculer, on a donc I = ln(2) −
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∫ 1

0
1− 1

1 + t2
dt = ln(2)− 2[t− arctan(t)]10 = ln(2)− 2 +

π

2
.

• Ce calcul serait vicieux sans l’indication, mais là c’est plus facile : cos(2x) = 2 cos2(x)−1, ou si

on préfère cos(x)+1 = 2 cos2
(x
2

)
. On en déduit que

∫ π
2

0

1

1 + cos(x)
dx =

∫ π
2

0

1

2 cos2
(
x
2

) dx =[
tan

(x
2

)]π
2

0
= 1.

• Puisqu’on nous le suggère si gentiment, posons donc t = sin(x). Mais cela pose un léger
problème au niveau des bornes, qui est du au fait que sin n’est pas vraiment bijective sur

[0, π]. Séparons donc l’intégrale en deux, et calculons I =

∫ π
2

0

cos(x)

1 + sin(x)
dx. On peut poser

t = sin(x), les bornes deviennent sin(0) = 0 et sin
(π
2

)
= 1, et dt = cos(x) dx, ce qui tombe

très bien puisque cette xpression apparait dans l’intégrale I. On a donc I =

∫ 1

0

1

1 + t
dt =

[ln(1 + t)]10 = ln(2). Si on note J =

∫ π

π
2

cos(x)

1 + sin(x)
dx, le même changement de variable donne

J =

∫ 0

1

1

1 + t
dt = − ln(2). Autrement dit, l’intégrale initiale est bêtement nulle.

• Le changement de variable est ici complètement facultatif puisqu’on reconnait une forme
u′

u
,

mais faisons-le quand même pour nous entrainer : t = ex, donc dt = exdx, et les bornes

deviennent 1 et e, soit
∫ 1

0

ex

2 + ex
dx =

∫ e

1

1

2 + t
dt = [ln(2 + t)]e1 = ln(e+ 2)− ln(3).

• Faisons donc ce qui nous est proposé : t =
√
x, les bornes deviennent 1 et

√
2, et dt =

1

2
√
x
dx, donc

∫ 2

1

1
√
x+
√
x3

dx =

∫ 2

1

1√
x(1 + x)

dx =

∫ √2
1

2

1 + t2
dt = [2 arctan(t)]

√
2

1 =

2arctan(
√
2− π

2
(non, ça ne se calcule pas mieux que ça !).

• Posons donc g(t) =
arctan(t)

t
, et G une primitive de g sur R+∗ (par exemple). Par définition,

on a alors F (x) = G

(
1

x

)
−G(x), donc F ′(x) = − 1

x2
G′
(
1

x

)
−G′(x) (dérivée d’une composée),

soit F ′(x) = − 1

x2
arctan( 1x)

1
x

− arctan(x)

x
= −1

x

(
arctan(x) + arctan

(
1

x

))
. Bon, comme on

n’a jamais vu ça en cours, posons maintenant h(x) = arctan(x) + arctan

(
1

x

)
, et essayons de

calculer h(x) en dérivant : h′(x) =
1

1 + x2
− 1

x2
× 1

1 + 1
x2

=
1

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0. La fonction h

est donc constante sur R+∗, égale à h(1) = 2 arctan(1) =
π

2
. On en déduit que F ′(x) = − π

2x
,

donc F (x) = −π
2
ln(x) + k, avec k une constante réelle. Or, on sait que F (1) = 0 (reprenez la

définition de F ) donc k = 0 et F (x) = −π
2
ln(x).
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