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e La fonction f; est définie sur R puisqu’on a toujours 2 + 1 > 0. Elle est dérivable sur R, de

Vol +1—(z4+1)x 22— 2, 1 1-
ova 1l _ T+ z(z+1) — T Cette dérivée

dérivée fi(z) =

z? +1 (@2 +1)2 (@2 +1)2
s’annule pour z = 1, ot la fonction f; admet un maximum de valeur f(1) = 7 = /2. Pour le
calcul des limites, on procéde comme souvent en factorisant numérateur et dénominateur, mais
r(1+ 1
attention, il y a un petit piége : f1(z) = M Attention au fait que V22 = |z|. Siz > 0,
x2(1+ #)
1+ . . 1+
on trouve donc fi(r) = —%=, donc lim fi(z) =1, maissi z <0, fi(z) = ————=, et
1 + 512_ r—r+00 1 + 512_
lim fi(z) = —1. On peut donc dresser le tableau de variations suivant :
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Si on veut étre plus précis, on peut noter que f1(0) =1, et que f; est du signe de x + 1, donc
positive sur [—1, +o0c[. On conclut avec une premiére courbe :

e La fonction fa est définie sur |0, 1[U]1, +-o00[ (attention a la valeur d’annulation du logarithme!),
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elle est dérivable sur cet intervalle, de dérivée fi(x) = 2\{_2 @ = 23(_‘%1) 22)
n(z zln®(x

e
est donc décroissante sur ]0, 1] et sur ]1,e?[, admet un maximum de valeur fa(e?) = 3 et est

décroissante sur Je?, +-00[. On obtient sans difficulté lin% fa(z) = 0 (pas de forme indéterminée
T—r
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. Notre fonction

ici), lim fao(x) = —oo, lim fo(z) = +o00, et enfin lim fa(z) = 400 par croissance comparée
z—1— z—1+ T—+00

(pour les plus curieux, il n’y a pas d’asymptote oblique). On peut donc dresser le tableau de
variations suivant :
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e La fonction f3 est définie sur R et elle est impaire. Elle est aussi dérivable sur R, de dérivée
fi(z) = e + 222" = (1 + 222)e”’. La fonction est donc strictement croissante sur R. On
obtient sans difficulté les limites : lim f3(z) = —oo, et lim f3(z) = +oo. Pas grand chose
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de plus a dire sur cette fonction peu passionnante !
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e La fonction f4 est définie sur R, paire et 27-périodique, on peut se contenter de 1’étudier

sur [0,7]. Elle est dérivable sur cet intervalle, de dérivée fj(x) = —sin(x) + 2sin(2z) =
sin(z)(4cos(x) — 1) en utilisant la formule de duplication du sinus. Cette dérivée s’annule
(sur notre intervalle d’étude) et 0 et en 7, mais aussi en arccos <i>, qui est un angle apparte-
nant & [0, g] (on ne peut pas dire beaucoup mieux, si ce n’est qu'il est compris entre g et g)
que 'on notera 6. On calcule f4(0) =1—1=0; fy(r) = —1 —1 = —2, et si on est courageux

f4(0) = cos(f) — (2cos?(0) —1) =

~—

——+1= 3’ pour dresser le tableau de variations suivant :
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Si on veut compléter un peu l’étude, on peut s’intéresser au signe de f4 sur [0, 7] : f5 s’annule

lorsque cos(z) = cos(2x), soit x* = 0[27], ou 2z = —x[27], ce qui donne la valeur d’annulation

. . ™
supplémentaire z = 3




e La fonction f5 est définie et dérivable sur R (ce qui se trouve dans le In est toujours strictement

T _9pT
positif), de dérivée fi(x) = %. La derivée est du signe de son numérateur, donc de
e e
In(2)

In(2
e?* — 2 (quitte a factoriser par e~*). Or, €?* > 2si x > — On peut calculer f5 < n; )> =

2
In (\/5 + ﬁ) =In(2v2) = gln(2). De plus, ll)IjI:l f5(z) = 400 (pas de forme indéterminée).

Avant de tracer la courbe, on peut s’intéresser aux asymptotes de f5 : du c6té de +o00, on peut
écrire f5(z) = In(e*(1+2e72%)) = z+In(1 +2e~2%), avec le deuxiéme morceau qui a une limite
nulle en +o00. Cela suffit & prouver que la droite d’équation y = x est asymptote a la courbe
de f5 en +00. De méme, la droite d’équation y = —z + In(2) est asymptote en —oco.

e La fonction fg est définie si In(z) > 0, donc sur |1, +oo] (et elle est positive sur Je, +00]). Pas
la peine de calculer de dérivée, elle est évidemment croissante comme composée de fonctions
croissantes. Pas de difficulté pour les limites non plus : lim1 fo(z) = —oc0 et lirf fo(x) = +00.

Il n’y a plus qu’a tracer une allure de courbe!
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e Ce n’est pas si méchant que ¢a n’en a l’air. Commencons par le domaine de définition : arccos
1— a2
étant définie sur [—1,1], il faut avoir —1 < e < 1,s0it —1—22 <1 —22<1+22
x
(puisque 1 + 22 est toujours positif), et ces deux inégalités sont toujours vraies. La fonction
f7 est donc définie sur R. Elle est par ailleurs manifestement paire. Pour étudier les variation,

comme arccos est une fonction décroissante, on peut se contenter d’étudier les variations de

1—a2? —22(1 + 2?) — 22(1 — 2?) —4z
: o +— ——— qui a pour dérivée ¢'(z) = = . La fonction
g 1122 q p g( ) (1_1_332)2 (1+$2)2
g est donc croissante sur R~ et décroissante sur RT, et c’est le contraire pour f7. On calcule
2
-

de plus f7(0) = arccos(1) = 0, et comme lim = —1 (quotient des termes de plus haut

rz—+oo]l + 72
degré), on aura linI:l f7(x) = arccos(—1) = 7. Notons simplement que la fonction n’est pas
T—r0O0

dévirable en 0 avant de tracer la courbe :
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e La fonction fg est définie sur R (le dénominateur ne s’annule jamais!), et elle est 2m-périodique
et impaire, on va l'étudier sur [0, 7]. La fonction fg est dérivable, de dérivée
() cos(z)(2 — cos(z)) — sin(x) x sin(z) 2cos(z) — 1
€T = =
8 (2 — cos(x))? (2 — cos(x))?

™
2cos(x) — 1, qui s’annule lorsque cos(z) = 3 soit x = 3 sur notre intervalle d’étude. Elle est

. Cette dérivée est du signe de

positive sur [0; g] et négative sur [g, 71}. Calculons fj <g> = = —.
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On peut remarquer que fg est du signe de sin(z), donc positive sur [0, 7], ce qui confirme les
variations obtenues.
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