Feuille d’exercices n°3 : Trigonométrie
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Exercice 1 (*)

A T’aide des formules d’addition et de duplication, déterminer les valeurs des lignes trigonomé-

Exercice 2 (** a **%*)

Résoudre les équations suivantes :

1. tan(2z) =1

2. si + ST cos (x)
.sinlz+— | = -
4 4

3 cos( +7r)co( F) 1
. T+ — slz—=) ==
6 6 2

3
4. sin(3x) cos®(z) + sin3(z) cos(3z) = 1
5. arcsin(z) = arccos(2z)

Exercice 3 (**)

Exprimer, pour un réel x pour lequel cela a un sens, tan(4zx) en fonction de tan(z). En déduire
1 1
que g = 4arctan <5> — arctan <239> (cette formule, connue sous le nom de formule de Machin,

permit au mathématicien du méme nom de déterminer les 100 premiéres décimales du nombre 7 au
début du 18e¢me siécle).

1 1
Montrer par le méme type de méthode que % = arctan <2> + arctan (3)

Exercice 4 (**)

Simplifier les expressions suivantes :
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Exercice 5 (***)

Etudier et tracer les courbes des fonctions suivantes :
f(z) = sin(x) + sin(2z)

e g(z) = arccos(cos(3z))

h(z) = cos3(z) + sin3(x)

) s (22

Exercice 6 (**)

1. A Taide de considérations géométriques, montrer que, Vh € [O; g [, sin(h) < h < tan(h).
sin(h)

2. En déduire que, sous les mémes hypothéses, hcos(h) < sin(h) < h, puis calculer }llin%
o

in?(h 1 — cos(h
smh( ),puis de C}?S( )

4. Retrouver & partir de ce dernier résultat la formule donnant la dérivée de la fonction cos.

3. En déduire les limites quand h tend vers 0 de

5. Démontrer de méme que la dérivée de la fonction sin est la fonction cos.

Exercice 7 (**)

1
On considére la fonction f définie par f(x) = arcsin(x) — 2 arctan (, / . + x> :
-z

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Exprimer f plus simplement en vous aidant d’un calcul de dérivée.

3. Retrouver ce méme résultat & partir de manipulation trigonométriques en faisant intervenir
une variable 6 telle que z = cos(6).

Exercice 8 (***)

Pour tout entier naturel n, on pose T}, (x) = cos(n arccos(x)).

1. Préciser le domaine de définition de la fonction 7,.
2. Calculer T,,(1), T,,(0) et T,,(—1).

3. Posons g(z) = T),(cos(x)) — cos(nzx) pour tout = réel. Que vaut g(x) pour z € [0, 7] ? Quelle
est la parité de g ? Sa périodicité ? En déduire que Vz € R, T),(cos(x)) = cos(nz).

4. Montrer que Ty(z), T1(x), To(x) et T3(x) sont des polynémes en x, que l'on précisera.
(a) Soit a € R et n € N, montrer que cos((n + 2)a) = 2cos((n + 1)a) cos(a) — cos(na).
(b) En déduire que pour = € [—1,1], Thia(z) = 22Th41(x) — T (z).

(c) Retrouver ainsi 'expression de T3(z), puis calculer Ty(x) et T5(x).

2k+1
6. Démontrer que les solutions de I’équation 7, (x) = 0 sont les réels zj = cos ((;_)77> , avec
n

k entre O et n — 1.



