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Exercice 1

1
1
1. Calculons! On trouve facilement uy = / 3 dt = 2 puis ug / o = [In(1+t)]y =
0
1
1
In(2) ~ 0.69, et méme uy = / e dt = [arctan(t)]} = % 0.79. Beaucoup moins
0

1 it?’ dt = lné ) + WT\/g ~ 0.84 (je ne refais pas le

calcul puisque c’est un exemple vu en cours!).

1
facilement, on peut calculer ug = /
0

Pour s’amuser un peu, on peut calculer uy. Commencons par factoriser le dénominateur ¢4+ 1.
les racines de ce polyndmes sont les racines quatriémes de —1, qui ont pour module 1 (comme

s b -
—1) et pour argument 1 modulo 5 pusique —1 a pour ardument 7. elles sont donc égales & e'%,

_437

4T 43m . . , .
e "1, e et e ¥4 . En regroupant les racines conjugués pour retrouver des facteurs réels, on ob-

e s - 37 ; OTC 3
tient 754_1_1 _ (t_ezz)(t_e—zz)(t_ez%)(t_e—z%) <t2 — 2¢c0s (4) + 1) <t2 — 2cos < 1 > + 1)

(t2 —/2t+1)(t24++/2t+1). On peut donc décomposer en éléments simple sous la forme =

1+t
t+b t+d
at + + ctt . En regardant en 0, on trouve b+d = 1; en multipliant par ¢ et en
242t +1 2 -2t +1

regardant la limite en 400, on trouve a+c¢ = 0. Et pour vous faire plaisir, une bidouille immonde

pour obtenir plus de renseignements : en remplagant ¢ par —t, on trouve dans ’équation initiale

—at+b —ct+d
= - + i , ce qui nous conduit « par identification » a affirmer que

T+t 2-92t4+1 2+vV2+1

—a = c, et surtout b =d. Onadonc b =d = 3 Une derniére information, par exemple en t = 1

ol L_ atb ctd :(a+b)(2_\/§)+(c+d)(2+\/§),donne1:2\/§c+2,soitc:

U= -
2 2+V2 2-42 2

1
——— et a = ——. On en déduit donc que = +
2V2 2V2 T V2 \ 2 4+V2+1  22—V2+1

1 ( 2% +/2 % — /2 V2 V2

+ + -
W2\ P +V2t+1 2=Vt gl 224 )

cilement » en ﬁ(ln(ﬂ—i—ﬁt—l— 1)—In(t? — /2t +1)+2arctan(y/2t +1) +2 arctan(y/2t —1)). On

en déduit que ug =

1 1 t4+ /2 t—2 )

) , ce qui se primitive « fa-

1
m(ln@ +/2) —In(2—v/2) +2arctan(1 ++/2) +2arctan(v/2 — 1)) ~ 0.87

(on peut simplifier le résultat si on a des connaissances pointues en trigonométrie classique et
hyperbolique, mais on s’en passera!). Bon, on va peut-étre s’arréter 1a?
1

<
Ltn = 14 ¢ntl’
et il suffit d’appliquer donné en début d’énoncé pour en déduire que u, < Unp41. Autrement

dit, la suite (u,) est croissante (ce qui est cohérent avec les valeurs calculées a la premiére
question).

tTL—l—l

2. Il suffit en fait de constater que, sur [0, 1], on aura toujours t" > , donc



3. Pour montrer ce genre d’encadrement, on commence par encadrer la fonction & l'intérieur

1 1 1
1 "
de l'intégrale. Commengons par écrire 1 — u,, = / 1dt — / dt = / dt en
0 0 1 + tn 0 1 + tm
n

< t". En

regroupant les deux intégrales. Or, Vt € [0,1], 0 < 1 4+¢" > 1, donc 0 <

1+

1
appliquant le résultat de I’énoncé, on peut mettre des intégrales autour de tout ¢a : / 0dt <
0

1 n 1
t
/ dt < / t" dt. L’intégrale de gauche est évidemment nulle, celle de droite vaut
0 0

147
par intégration directe, d’ott I'encadrement demandé. Comme lim = 0, une
n+1 n—+ocon + 1
application immédiate du théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lil}_l 1—wu, =0,
n—-+0oo
donc (uy,) converge vers 1.
gt In(1+t"
4. On effectue une IPP intelligente sur 1 — u,,, en posant v/(t) = o donc u(t) = M,
n
tn(14+t]" [P In(1+ "
ce qui laisse u(t) =t et «/(t) = 1. On obtient alors 1 —wu,, = [g] —/ In(1+#) dt,
n 0 0 n

ce qui donne directement la formule annoncée.

5. Il suffit en fait de connaitre la majoration classique In(1+x) < z, qui est valable sur | — 1, +00[.
Si on ne la connait pas, on la redémontre en quelques secondes : en posant f(z) = In(1+4z)— =,

1 _
ona f'(r) = oz 1= H—xx’ donc la fonction admet un maximum en 0, et comme f(0) = 0,
1

1 1
elle est toujours négative. On en déduit ici que 0 < / In(1+4¢") dt < / t" = 1
0 0 n

6. Il suffit de multiplier par n ’égalité de la question 4, puis d’appliger I’encadrement de la 5 pour

trouver In(2) — — < n(1 —uy) < In(2), ce qui prouve a 'aide d’une nouvelle application
n
du théoréme des gendarmes que lim n(l — u,) = In(2).
n—+o00

Exercice 2

1. Pour que f puisse vérifier I’équation de départ, il faut certainement qu’elle soit dérivable sur
1 1

R*T*. Réécrivons cette équation un peu differemment : 2f/(z) = —f <—> — 1. Le membre de
x x

droite est obtenu comme produit et composée de fonctions dérivables, donc il constitue une
fonction dérivable, ce qui prouve que f’ est dérivable. La fonction f est donc deux fois dérivable.

1 1
2. Pour obtenir du second ordre, dérivons I’équation de départ : —— f’ <—> =2z(2f'(x)+ 1) +
T T

222 f"(z). Reste a exprimer le membre de gauche plus simplement. Pour cela, on reprend la

relation obtenue dans la premiére question pour 2f'(z) et on I'applique & — (attention a bien
x

1 1
modifier également le — a droite) : 2f’ <—> = 22f(x) — 1. On peut remplacer pour obtenir
x

)
2 J—
_% X % =daf(x)+ 2z —|—2x2f//(x)7 s0it —%f(x) + 2_31;2 = daf'(z) +2x+2x2f”(az).

La fonction f est donc solution de I’équation linéaire 2x2f” + 4x f’ + 3 f= — 2x.

222
3. Autrement dit, on pose f(x) = g(In(z)), ce qui est toujours possible sur R™*. On peut alors
1 1 1
dériver deux fois : f'(z) = —¢'(In(z)), puis f"(z) = —¢"(In(z)) — —g¢'(In(z)). Remettons tout
x x x
¢a dans l’équation obtenue a la question précédente : 2¢”(In(z)) — 2¢/(In(x)) + 44’ (In(x)) +

1
§g(ln(aj)) =52 2z. En posant ¢t = In(z), soit z = ¢, la fonction g est donc solution de
x



1 1
I'équation a coefficients constants 2¢”(t) + 2¢'(t) + gg(t) = 56_% — 2¢t.

1
. L’équation caractéristique associée a 1’équation homogéne est 2r% + 2r + 3= 0, qui a pour

1
discriminant A = 4 — 4 = 0, et admet donc pour racine double r = —5 Les solutions de

I’équation homogeéne sont donc les fonctions gy : t — (A+Bt)e_%. Pour déterminer une solution
particuliére de ’équation compléte, utilisons le principe de superposition. On cherche d’abord

—2t

une solution a l’équation 2¢” + 2¢' + =g = 3¢~ sous la forme yy(t) = ae~?". Cela implique

2
y1(t) = —2ae™2 et y](t) = dae™2t, donc y; est solution si 8ae™ — dae™2! + %e_% = 56_%’

1 1
soit a = 9 De méme, on cherche une solution a I’équation 2¢” + 2¢’ + 59 = 2¢! sous la forme

4
yo(t) = bet, avec cette fois la condition 2b + 2b + §b =2, donc b = 9 Une solution particuliére

1 4

de I’équation est donc donnée par g,(t) = 56_2t — §et, et les solutions complétes de ’équation
1 4

sont les fonctions g : t — (A + Bt)e_% + 56_2t - §et.

A+ Bln(x)
=0Ty

. En remontant le changement de variables effectué, on doit avoir f(z) = g(In(x)) = 7z
x

1 4
— — —.
922 9
. Comme on a travaillé uniquement par implications, il reste a vérifier si les fonctions obtenues

1 >4
sont vraiment solutions du probléme. D’un c6té, on a f <—> =+z(A—Bln(x))+ % ~ 92
x x

B APRD Yy 4 9B-A-Bhn(z) 2
l’autref/(x)zu————: s

x 923 9 2x+\/T 923
4 4 a?
Vz(2B—A—Bln(x))— 92 sz +2% = /x(2B—A—Bln(x))— 9% + % Les deux expressions
T T

coincident & 'unique condition que 2B—A = A, soit A = B. Les fonctions solutions du probléme
o . A(1 + In(x)) 1 4
initial sont donc toutes les fonctions f: 2z — —M—— 4+ — — —1x.

VT 922 9

Et méme si ce n’était pas demandé, on peut tracer quelques allures de courbes, ici en noir la
courbe correspondant & A = 0, en rouge A = 1, en bleu A = 2, en orange A = 3, en vert A = 5,

; de

g, donc z2(2f/(x)+1) =

1
en rose A = —2. Toutes les courbes passent par un point commun pour z = — (puisqu’alors
e
e? 4
1+ In(x) = 0), d’ordonnée 9 5" 0.66.
e



Probléme

Premiére partie : Une étude de fonction.

1. La fonction f est définie si > 0. Un petit tableau de signes donne Dy =|0; 1] (attention

a bien mettre les crochets dans le bon sens).
—z—(1—x)
2. La fonction est dérivable sur ]0; 1], de dérivée f/(z) = — 22— = ———— Cette dérivée
9, /1= 202, /1 1
x x
étant toujours négative, la fonction f est strictement décroissante. Comme de plus f(1) = 0,

et li%1+f(x) = +00, f est bijective de ]0;1] sur R*.
T—r

1—=x
3. Cherchons a résoudre I’équation f(z) = y, soit /—— = y, on peut élever au carré pour
x

(R 1 1
= it 1—2 = zy?, puis z(y*+1) = letw = .Onad Ly ——s
y*, soi x = xy®, puis z(y°+1) etz Ty nadoncg:y T
qui est définie sur RT a valeurs dans |0;1] (g(0) = 1 et lil_il_l g(y) = 0). Le théoréme de la
Yy—+00

obtenir

bijection nous assure que g est décroissante tout comme f.

4. Calculons donc (en reprenant la derniére expression de f’) la dérivée seconde

dpy /L1 222 .
1 d(-1D)-1 3-4d

f"(x) = = . Cette dérivée seconde est
dat(3 - 1) 4t -1z apt(d—1)3
du signe de 3 — 4x, et s’annule pour x = 3 On calcule donc f 3) = i _ 1. et
g 9y p - 4 * 4 - % - \/g Y
3 -1 8
f! <Z> = = —Tf L’équation de la tangente au point correspondant est donc y =

>—A|)—l
o
==



8v/3 3 1 8v3 2v3 V3 16xf
_T<$_Z>+%:_T“T+? T+V3.

5. Voici une allure, avec la tangente calculée a la questlon précédente (f en rouge, g en bleu) :

54

Deuxiéme partie : Une équation différentielle linéaire.

1. La normalisation faisant apparaitre deux valeurs interdites, et le membre de droite n’est pas
défini entre —1 (inclus) et 0, donc on résout séparément sur | —oo; —1[; sur ]0; 1] et sur ]1; 4+-o00].
b a—ax+bx

a
2. Mettons au méme dénominateur le membre de droite : —+ = . En identifiant,
xr l—=x z(1—z)

On en déduit que ——— =

2z(1 — x)

y = 0 a donc pour solutions

1
ceciestégalamsia:§eta—b:(),soitb:
1 1

— + ———. L’équation homogeéne normalisée y' +
2 2(1—x)°

sur ]0; 1] les fonctions yp : « — Ke™2n@+3n(1-2) _ \/ = Kif(x). Sur ]1;400[, on

1 1— _
obtient de méme yh(flf):KQ\/xx ; et sur | — oo; — ng z K;”/w

3. Effectuons par exemple le calcul sur ]0; 1], on cherche donc yp( (z), dott y,(x) =

K'(a:)f(:n)—ﬂ MK(HUH
222, /1=2 x

xT

_ _ / L
K(z)f(z) = (1 ZE)\/l , done K'(z \/1_$1/1+x N . On en déduit que

K(z) = 3 arcsin(z) convient, ce qui donne pour solutions de lequatlon compléte les fonc-

>—\[\’>|}—t|

2z

. La fonction y, est alors solution si 2z(1—z)K'(z) f (z)—

1—=x

. De méme, sur |1;+o00], on va trouver la condition

1
tions y(x) = (5 arcsin(z) + K1>
x

K'(z) = , ce qui correspond & la dérivée de la réciproque de la fonction sh que nous

2\/

n’avons pas etudlee en cours (on peut tout de méme réussir a trouver une expression explicite

1
en étant motivés, je vous laisse vérifier que K (z) = 5 In(x 4+ V22 — 1) convient). On a le méme

probléme sur le dernier intervalle de résolution (méme solution particuliére au signe preés). Il
n’y évidemment pas de solution définie sur R puisque I’équation ne peut pas avoir de sens sur
I'intervalle | — 1, 0[.



1
4. En gy ona arcsin(z) = %, donc y(z) = 4 K, (la racine carrée vaut simplement 1), il faut

12
donc choisir K7 = % — % = % On a alors y(z) = <% arcsin(x) + %) ! ; .
5. Tout ce qu’on peut dire assez facilement, c’est que toutes les fonctions vont tendre vers 0 en
1, et auront une limite égale & +oo (selon le signe de K;) si Ky # 0. Ensuite, les problémes
de Cauchy dans ]0,1[ ne pouvant avoir qu'une seule solution, les courbes ne peuvent pas se
couper ailleurs que pour £ = 1. On ne peut rien dire sur les variations de la fonction, mais
la présence d'une tangente verticale en = 1 est assurée si K > 0. A partir de ces maigres
informations, si on trace des courbes relativement simples, on ne sera pas loin de la réalité (en
rouge, la solution de la question précédente, en vert celle correspondant a K = 0, qui a une
limite nulle en 0 mais c’est difficile & prouver) :

Une équation non linéaire.

1. Si y est constante, sa dérivée est nulle, donc elle vérifie 2y(1 — y) = 0, c’est-a-dire y = 0 ou
y=1.

2. Si y est a valeurs dans |0; 1[, on aura toujours 2y(1 — y) > 0, donc pour vérifier I’équation
on doit nécessairement avoir zy’' < 0, d’ot ¥ < 0 (puisque z €]0;1[). La fonction y est donc
décroissante.

1

3. Une fonction continue et monotone est toujours bijective, notons z = y~*, on sait que 2'(t) =

1
(ot on pose t = y(x)), ou encore y'(2(t)) = —

y'(2(2)) 2(t)
I'équation (F), on obtient z(t)y'(z(t)) + 2z(t)(1 — 2(t)) = 0, soit

, avec. En remplagant x par z(t) dans
2(t)
Z(t)
peut multiplier par z/(¢) pour trouver z(t) + 2¢(1 — ¢)z/(t) = 0. On reconnait bien 1’équation
annonceée.

+2t(1 —t) = 0. On



4. La variable t ayant été supposée appartenir a ]0; 1], on reprend les résultats de la partie précé-

[1-t s 1—y(@) . a°
dente: z(t) = Kf(t) = K — On en déduit que z = K ) soit ﬁy(x) =1—-y(x),

donc comme annoncé y(x) 5" On peut toujours prendre une constante K stricte-

B 1
C14($)
ment positive, puisque 0 est exclu, et K et —K donnent la méme fonction pour y. Les valeurs
obtenues pour y(z) sont manifestement positives, et tout aussi manifestement plus petites que
1 (puisque le dénominateur est strictement supérieur a 1), donc toutes les solutions trouvées

conviennent.

2 1 1
5. Cette condition impose 1+ <@> = —, soit o _ 2 (tout est positif), donc K = iy
K ! a f(a)

6. Pour avoir une allure plus précise de la courbe, on va chercher les valeurs d’annulation de la
dérivée seconde comme dans la premiére partie (pour les curieux, on appelle cela des points d’in-

K? 2K2x

flexion). Ecrivons donc y(z) = K21 22 et dérivons deux fois : y/(z) = “KIra)e (les solu-
—2K?(K? + 2%)? + 4a(K? + 2%)(2K?
tions sont donc décroissantes sur R™), et f”(x) = (K7 +a7)” + da(K7 + 27) 2K ) =
(K24 22)

—2K* - 2K?2? + 8K?2?  2K?(32? — K?) K
= . Cette deérivé de s’annule si = —. Re-
(K2 T 332)3 (K2 T 332)3 ette derivee seconde s annule S1 r \/g (S

K 3 K 9 1
marquons que ¥y <%> =7 et f <%> = —m. Si on impose la condition f(2) = 3

= 2, donc le point d’annulation de la dérivée seconde est atteint pour

on trouve K =

f(3)

2 2
r=— ¢t f <— = ————. On peut tracer la courbe suivante :

3 163




