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Exercice 1
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2. Puisqu’on nous y invite si cordialement, prouvons donc par récurrence la propriété P, : u, =
3—2". Aurang 0, 3—2% = 3—1 = 2 = v donc la propriété est effectivement vraie. Supposons-la
vérifie & un certain rang n, on peut alors écrire uj,,12u, —3 =2x (3—2") -3 =6-2""1 -3 =
3 —2"*1 ce qui prouve exactement P, ;. Par principe de récurrence, la propriété P, est donc
vraie pour tout entier naturel n.
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Autrement dit, la fonction f a la méme dérivée que
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la fonction arcsin (qui est bien définie sur tout l'intervalle de définition de f). On en déduit
que f(x) = arcsin(x) + k, ot k est une constante réelle qu’'on détermine aisément en calculant

une valeur particuliére de la fonction : f(0) = 2arctan(1) = g Comme arcsin(0) = 0, on peut
) T
conclure que f(x) = arcsin(x) + 3

4. Soit on constate directement que —1 est racine évidente de ’équation, soit on sépare partie
réelle et partie imaginaire dans 'équation 23 4 222 — 3iz — 1 — 3i = 0 pour obtenir les deux
conditions z2 4+ 222 —1 = 0 et —3z — 3 = 0, qui sont toutes deux vérifiées par —1 puisque
(=13 +2(-1)2~1=—-1+2—-1=0,et -3 x (~1) =3 =3—3=0. On peut donc factoriser :
234222 -3i2—1-3i = (z+1)(az? +bz+c) = az3+ (a+b)22 + (b+c)z+ec. Par identification, on
trouve les conditions a = 1, b4+a = 2 donc b = 1, et b+c = —3i, soit ¢ = —3i—1. Reste a résoudre
'équation 2%+ 2 —3i— 1 = 0, dont le discriminant vaut A = 144(3i+1) = 5+ 12i. On cherche
une racine du discriminant sous la forme § = a+ib. La condition (a+ib)? = a* — b2+ 2iab = A
méne aux deux équations a? — b> = 5 et 2ab = 12, auxquelles on ajoute I’équation sur les
modules |02 = a? + b? = |A| = V52 + 122 = /169 = 13. En ajoutant la troisiéme équation
a la premiére, on trouve 2a% = 18, soit @ = £3, et en les soustrayant 2b*> = 8, soit b = £2.
comme ab > 0 d’aprés la deuxiéme équation, on peut choisir § = 3 + 2i ou § = —3 — 2i. Les

—14+3+2i —1-3—2
deux solutions de I’équation sont alors z; = —ihsda =14+iet zn= R —2—1.

L’équation initiale a donc pour ensemble de solutions § = {—1,1 + 14, —2 — i}.



Exercice 2

1. On sait que les éléments de Uy; sont les nombres complexes eﬂ%, pour k € {0,...,10}. Comme
e = (eszTr)k on peut également les décrire sous la forme Uy; = {a* | a € {0 .,10}}. Par
ailleurs, a'! = e i = 27 — 1. Pour placer les points, on trace un hendecagone (polygone

régulier a 11 cotés, pour ceux qui ne connaitraient pas le terme) inscrit dans le cercle trigono-
métrique en partant de 1 :

a
0
0
24 20im
2. Commengons par constater qu =e¢ 11 =c¢ 11 = ' De méme, on vérifie aisément que
a2=a a®=dad, a* =a" et a® = df (une autre fagon de présenter le calcul est de dire que
— 1
ak = — = a''=F en utilisant le fait que tous ces nombres sont de module 1 puis que a'! = 1).
a/ —_ _ _ _
On peut alors écrite S =a+ a3 +at+a5+a%=a'"+a® +a"+ a8 +a?=T.
10
3. On constate aisément que S+1 = Z a”. Or on sait que la somme des racines 11-¢mes de 'unité
k=1
11
est égale & 0, c’est-a-dire que Z a® = 0. On en déduit que S+T = 0—a® = —1. Pour le produit,

k=0
on n’échappe pas a un calcul laborieux : ST = (a+a®+a* +a°®+a”)(a® +a® +a” +a® +a'?) =
ad+a’+a8+a+a't +aP+a+at%+all +aB3+ab+al +all +al? +at +a"+at +al? +al3 +atS +
a'+a®+a®+a'"+a'®. On peut remplacer tous les a'! par des 1, et de méme a'? = a!' xa = a,
a'® = a? etc. Ce qui permet, en regroupant au maximum, d’écrire le produit sous la forme
ST = 2a+ 2a® + 20> + 2a* + 2a° + 2a% + 20" + 2a® +20° + 2a"° + 5 =2(S+T)+5=5—-2 = 3.

4. Les deux nombres S et T sont donc solutions de I’équation du second degré 2% 4+ x + 3 = 0,

—1+4v11 ¢ -1 —-13Vv11

qui a pour discriminant A = —11 et pour solutions z; = e . Reste a

2
déterminer si S = x1 ou S = 9. En observant la figure faite a la premiére question, il est
clair que c’est S qui a une partie imaginaire positive, prouvons le rigoureusement : Im (S) =

sin <2_7r> +sin <67T> +sin <87T> +sin <10_7r> +sin <18_7r> Or, sin <6—7T> = sin <7T — 6—7T> =
11 11 11 11 11 ’ 11 11

sin <5—7T> et sin <18—7T> = —sin <4—7T> > —sin <5—7T> donc sin <6—7T> + sin <18—7T> > 0. Les
11 )’ 11 11 11)° 11 11

trois termes restants étant des sinus d’angles compris entre 0 et 7, donc positifs, Im (S) > 0,

—1+i4v11 —1—14v11

doncS:xlzf,etdoncT: 5
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5. Utilisons donc l'indication qui nous est donnée : itan [ — | = 3 = T 3z
11 cos(1T) el fe’
2
e_i%(ei% -1 a®-1
e (6T 4 1) S ad+ 1
kNS sk 1— (=)
Par ailleurs, par un calcul de somme géométrique, Z(—a )= Z(—a —1= T
k=1 k=0
2 1-a° i est t t 1 ¢ de itan [ oF
= —1=——— ce qui est exactement 'opposé de itan | — |.
1+ a3 1+a3 1 PP 11
4 i i —2im Y[
6. Clest un béte caleul : a — al® = 3T — ™ = 3T — e 1" = 2isin W R appliquant les

formules d’Euler. Il suffit de tout multiplier par deux pour obtenir la formule demandée.

11 11 ] ]
k=1

i(—a®+a%—a+a'? —a® +a'® —a?' +a* —a*"+ 0> — 20+ 24") = i(~a+a* —a® —a* —a’ +
a®+a"+a®-d + aw) = (T — S). Il ne reste plus qu’a reprendre les expressions explicites

2V VT, done i(T — $) = VT,

10
2 1 2
7. D’apres les deux questions précédentes, tan (3—7T> +4sin <—7T> =—— E (—a®)* +Z(a—a'?) =

de T et S pour constater que T'— S =

Exercice 3

1. SiA=0, f(C)=(CNO)UB=0UB = B, quel que soit le sous-ensemble C. L’application f
est donc constante égale & B.

2. Dans ce deuxiéme cas particulier, on aura toujours f(C') = R, l'application est a nouveau
constante. Ces deux cas ne sont pas du tout les seuls. Par exemple, lorsque A = B, on aura
toujours CNA C A= B, donc (CNA)UB = B. Ainsi, si A= B = [0,1], f est constante égale
a [0, 1] (pour donner un exemple concret parmi tant d’autres).

3. Calculons donc : f(0) =0uUB=1B; f(A)=AUB; f(B)=(BNA)UB=BN(AUB) = B;
et enfin f(R) = AU B.

4. C’est essentiellement évident : si C' C D, alors CNA C DNA (eneffet,siz € CNA,z € C C D
donc x € D et © € A par hypothése), puis f(C) C f(D) (démonstration tout aussi triviale
pour l'union avec B que pour 'intersection avec A).

5. Supposons donc que E admette un antécédent par f, que nous noterons C' : on a donc (C'N
A) U B = E. Manifestement, B C BU (C N A), donc B C E. De plus, (CNA) C A,
donc E = f(C) C AU B. Réciproquement, supposons B C E C AU B, et prouvons que
f(E) = E, ce qui prouvera en passant que E admet un antécédent par f. Soit z € E. Si
x € B, nécessairement x € f(FE) (les images par f contiennent toujours tout l’ensemble B),
sinon z € A puisque puisque E C AU B, donc =z € ENA, et x € f(E). On en déduit que
E C f(F). Supposons désormais x € f(E). Soit v € (ENA), et donc z € E, soit x € BC E
donc x € E. On en déduit que f(E) C E, et donc f(F) =E.

6. D’aprés la question précédente, une condition nécessaire pour que A puisse avoir des antécédents
par f est que B C A. Si c’est le cas, f(C') C A quel que soit le sous-ensemble C' (puisque C'N A
et B sont tous deux inclus dans A), et f(C) = A si et seulement si AAB C C' N A (pour
récuper dans 'union avec B tous les éléments de A n’appartenant pas a B). Il suffit donc
d’avoir A\B C C. Tous les sous-ensembles vérifiant cette condition seront antécedents de A.
Pour B (qui est toujours sa propre image et a donc toujours des antécédents), on doit cette
fois-ci avoir C N A C B, c’est-a-dire C'N (A\B) = (. Si on préfére, une condition nécessaire est
suffisante est C' C B U A.



7. Puisque f(B) est toujours égale & B, f ne peut étre constante que si tout le monde est antécé-
dent de B, c’est-a-dire si tout sous-ensemble C vérifie la condition C' C BUA. 11 faut donc avoir
BUA =R, ce qui revient exactement a dire que A C B. On vérifie aisément que cette condition
est en effet nécessaire et suffisante : si A C B, on aura toujours CN A C B, donc f(C) = B, et
f est constante ; réciproquement, s'il existe un élément z € A\B, f({z}) = {z} U B # f(B),
donc f n’est pas constante.

8. Toujours en reprenant les résultats de la question 5., 'application sera surjective si tout sous-
ensemble E vérifie les conditions B C E C AUB. Ceci n’est possible que si B = ) et AUB = R,
c’est-a-dire B = () et A = R. Dans ce cas trés particulier, on a f(C) = (CNR)UD = C, et
I’application f est donc l'identité, qui est certainement surjective! Pour I'injectivité, il faut
déja que B admette un seul antécédent par f (B a toujours au moins un antécédent puisque
f(B) = B), ce qui revient a dire qu'un seul sous-ensemble C' vérifie C' C B U A. Pour cela, il
faut nécessairement que BU A = (), donc que B = A = (), ce qui revient bien a dire que B = ()
et A=R.

9. Quel que soit le sous-ensemble C, on a toujours B C f(C'), mais aussi f(C) C AU B puisque
CNA C A. Autrement dit, f(C') vérifie toujours les conditions de la question 5., et en reprenant
les conclusions de cette méme question, on a nécessairement f(f(C)) = f(C). Autrement dit,
f o f (pour faire savant, f est donc une application idempotente).

Exercice 4

1
On considére dans tout cet exercice I'application f : C\{i} — C* définie par f(z) = — i
Z41
: o1 N | o o1
1. Soit a € C*, alors f(z) = a si —— = a, soit Z + ¢ = —. En passant au conjugué, z —i = —,
) zZ+1 a a
soit z =i + —. L’application f est bien bijective a valeurs dans C*, et f~!(a) =i + .
a a
1 2—1 2 1 1 1
2. Calculons : f(2) = = == ——i; fl4+i) =———=1; f12) = - +iet
alculons : f(2) 12+Z, 13' 13 33Z,f( + 1) i s (2 5 tie
) ) . +1
-1 .
1 = = — — —1.
(1 +14) it =it 5 Tt
1
3. (a) Exprimons donc f(z) sous forme algébrique : en posant z = a+ib, alors f(z) = o
a—1ib+i

1 a+i(b—1)
= . Le dénominateur est un réel strictement positif (lorsque
ati(l—b) a2+ (1—0)2 positif (lorsq
z # i bien entendu). Le nombre f(z) est donc réel si b —1 = 0, soit Im (z) = 1. Géomeé-
triquement, I'image de z doit étre située sur la droite horizontale d’équation y = 1 dans

le plan complexe.

(b) En reprenant le calcul de la question précédente, f(z) € iR si a = 0, c’est-a-dire si z lui-
méme est imaginaire pur. Pour avoir f(z) € U, on doit avoir |z+14| = 1, ce qui correspond
a I'équation d’un cercle de centre —i et de rayon 1 dans le plan complexe (pas besoin de
développer puisque ’équation est déja une équation de cercle sous cette forme!).
1 i
4. (a) Soit z = ali, avec A € R\{1}, alors f(z) = - = . On obtient ainsi tout

I’axe imaginaire pur, sauf l'origine du repére (qui correspondrait & A = 1).

1
(b) Siz € R, f(z) = o Vérifions que cette image, appartient au cercle indiqué, en
x+1i
i 2+ i(x +1) L+ix | V1422

calculant sa distance au centre :

VAT i
1
5 L’image de l'axe réel est donc incluse dans le cercle de centre —% et de rayon 5

o0
Réciproquement, supposons que z soit I’affixe d’un point de ce cercle, alors z = 3 + R

r4+i 2 2(z + 1) 22 + 2i



_ . . 2 . 2(cos(f) +i(sin(0) — 1))
SR =it G T @ i —en@) T cos2(0) + (1 —sin(@))?
2cos(0) + (2 — 2sin(f) + 2sin(f) — 2)
2 — 25in(0)
antécédent dans R, ce qui prouve que I'image de R est bien tout le cercle privé de I'origine.
1 cos(f) — i(1 —sin(A))

Calculons donc : f(e?) = = . La partie ima-

cos(f) +i(1 — sin(6)) 2(1 —sin(0))

€ R. Tout point du cercle (sauf 0) a donc un

1
ginaire de f(z) vaut effectivement —3 et la partie réelle est égale a
1 <7T 9> 1 sin( 1 @ cos(§) + @ sin(3)  1sin(
Or, —tan| -+ - | = c——F—=- = — =
2 4 2 2 \é_cos( ) — isin( ) 2cos(
l(sin(g) + cos(g))(cos(g) - sin(g)) 1 cosz(g) - sm2(g) 1 cos(0)

= — = — - en utilisant
2 (cos(§) —sin(9))? 21— 2cos(4) sin(

X

Q
3)
les formules de duplication. Ouf, ¢ca marche! Puisque tan ( > parcourt R lorsque 6

varie dans R (privé des valeurs interdites), les images sont donc tous les de la droite sur

laquelle Im (z) = —5 (droite horizontale d’équation y = —5)

Il s’agit de résoudre ’équation — 3 = z, soit 2Z + iz — 1 = 0. En posant z = a + ib, on
Z+1i

trouve I'équation a? + b +ia —b—1 = 0. La partie imaginaire qui s’annule impose a = 0,
ensuite on doit avoir en prenant la partie réelle b — b — 1 = 0. Cette équation a pour
L . 14++/5 1—+/5
discriminant A = 5, et admet pour racines b; = 2\/_ et by = 2\/_
(14 v5)i (1 —+/5)i
g =T
Surtout pas de calcul explicite, on ne s’en sortirait pas. Tout ce dont on a besoin, c’est
de se rappeler que a et b sont tous deux solutions de I’équation zZ + iz — 1 = 0, donc
b—f(z) b—zy bz+bi-1
a—f(z) a-25 aZtai-1

. On en déduit,

avec les notations de I’énoncé, que a =

ia —1 = aa et ib — 1 = bb. On peut alors écrire :

bz—bb b zZ—b b b+z

—_— = — X —— = — —, puisque a et b sont tous deux imaginaires purs, donc
az — aa a z—a a a+=z

égaux a 'opposé de leur conjugué.

— .z o .
Le vecteur IM a pour affixe z —i = |7 n | , il est donc colinéaire (avec un rapport positif)
Z41
/ .
au vecteur OM’ qui a pour affixe — s
Z41

La question précédente n’a pas besoin d’étre interprétée, c’est déja fait! Par contre pour

le b), il faut réfléchir un peu : le membre de gauche a pour argument (M MA A,M M'B B) (en
notant A et B les points du plan d’affixes respectives a et b). Quant au membre de droite,

comme le quotient — est un nombre réel, son argument (modulo 7, car le quotient en

question est négatif) est égal a (]_\771, N_—g), ol N est le point du plan complexe d’affixe
—Z, c’est-a-dire le symétrique de M par rapport a I’axe des ordonnées. L’égalité des deux
angles signifie exactement que les quatre points A, B, M’ et N sont cocycliques (situés sur
un méme cercle), sauf si A, B et N sont alignés, auquel cas N’ appartiendra simplement
a la méme droite qu’eux. Dans tous les cas, on obtient facilement N comme intersection
de la demi-droite d’origine O dirigée par IM, et du cercle circonscrit (ou de la droite) au
triangle ABN. Ci-dessous, la construction géométrique pour z = 1+ ¢ (dont on a calculé
I'image plus haut). La demi-droite sur laquelle se situe le point M’ est simplement I’axe
réel (du coté des nombres positifs) dans ce cas.
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