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Exercice 1

1.

(a) Je noterai u, le terme général de la série (S,) pour toutes les premiéres questions de ce
n

6. D . culi _ 1 1 . q
corrigé. Dans ce premier cas particulier, on a u, = H 3 = gat1 ¢@ qui correspond au
k=0
terme général d’une série géométrique convergente. Plus précisément, la somme de (S,,)
1X1 1 1
vaut — — ==X =1.
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(b) Si la suite est constante égale & a, on a de méme u,, = —7> avec — < 1 puisque a est
a a
un entier naturel non nul. On est toujours en présence d’une série géométrique, de somme
1 1 1
al-L1 a—-1
a
n n 1
== = ' = — 1
(c) Dans ce cas, on aura Hpk H k+2 = (n+2)!, donc u, Tk On reconnait

k=0 k=0
le terme général d’une série exponentielle (& un décalage prés), convergeant vers e — 2 (il

manque les deux premiers termes par rapport a la série exponentielle usuelle). On sait
bien que 2 < e < 3, donc e — 2 €]0, 1[.
n n n
(d) Constatons simplement que u,, = H(2k+2) = H 2(k+1) =21 H(k+ 1) =2" " (n+
k=0 k=0 k=0
1)!, ce qui correspond & la valeur donnée pour linverse dans ’énoncé. On reconnait a

nouveau pour (S,) une série exponentielle, mais avec cette fois-ci une valeur de x égale a

5 et un seul terme manquant par rapport a la série compléte. On en déduit que la série

a pour somme er —1= Ve — 1. Comme /2 < /e < /3, la valeur obtenue est bien dans
I'intervalle ]0, 1[.
1

2. Dans tous les cas, la suite (p,) étant croissante, on aura toujours 2 < p,, donc u, < —

— 9n+l1’
On en déduit que la série (S,) est toujours a termes positifs et majorée par la série étudiée
dans notre premier exemple, qui converge vers 1. Elle converge donc vers une somme positive
(strictement car le premier terme de la série est strictement positif) et inférieure ou égale a 1.

Une fois fixée la valeur de py, la croissance de la suite (p,) assure que py < p,, pour tout entier

n, donc u, < On reproduit en fait le méme raisonnement que ci-dessus pour constater

n+1"-
Dy

1
que, dans ce cas, — < S(p) < 1 (la valeur maximale est obtenue quand la suite est
Po -

constante égale a py, cas particulier étudié ci-dessus). En particulier, si une deuxiéme suite

1
< — (les nombres pg
-17 q
et go étant entiers, on a nécessairement gy < pp — 1). Deux suites n’ayant pas le méme premier

(gn) vérifie o < po, on aura nécessairement S(p) < S(q) puisque



terme ne peuvent donc pas avoir la méme image par S. Il faudrait généraliser ce résultat au cas
ol ce n’est pas le premier terme qui est différent, mais le n-éme, pour une valeur quelconque
de n. C’est en fait le méme principe : soient deux suites (py,) et (g,) distinctes, il existe donc
(au moins) une valeur de n pour laquelle p,, # ¢,. Notons ng cette valeur, et supposons par
exemple pp, > ¢n,. La suite (p,) étant croissante, p, > pp, pour toutes les valeurs de n

supérieures ou égales a ng. On en déduit (pour les mémes valeurs de n) que u, < By
p

Upgy—
puis que Sp(p) < Spo—1+ —no—l (on a isolé les ny premiers termes de la somme pour lesquels

no
la majoration précédente n’est pas valable). Or, les premiers termes de la somme associée a

1
< —. On en déduit
Pno—1 Gng

que Sy (p) < Spo—1(q) + % = Sno(q). En passant a la limite, S(p) < Sy, (¢) < S(q), ce qui

(gn) sont les mémes que ceux associés a (p,) et par hypothese

no
achéve de prouver l'injectivité de I’application S.

4. (a) Calculons donc : yy = %, donc pg = Ent <1 + g) = 3. Ensuite, y; = 3yp — 1 = —, et

RS

7 1
p1 = Ent <1 + 5) = 4. On continue : yo = 4y; — 1 = = et po = Ent (1+7) = 8. Allez,

encore un tour : y3 = 8y — 1 = = Ah, pas la peine d’aller plus loin, ¢a va boucler, on

1
aura toujours y, = - et p, = 8 pour n > 2. On a donc (en reprenant toujours les mémes

1 1

notations) ug = =, u; = 3 % (en fait, cette formule
k=

" 1
12~ 8k1
est aussi valable lorsque ). La série de terme général (u,) converge évidemment, et

11 i" 1 1 1 1 1 8 28+8

1
=5 puis, Vk > 2, up =

N
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Ca ne peut pas étre un hasard !

S(P)Zg‘i‘ﬁ

= % Incroyable, S(p) = x.

1 1
(b) D’aprés la définition de la partie entiére, on a toujours — < p, < 14+ —, donc 1 <

n n
PnYn < Yn + 1 et 0 < yp1 < 1. En fait, pour étre tout a fait rigoureux, il faut faire une
récurrence puisqu’on a besoin d’avoir y, > 0 pour que les inégalités ne changent pas de
sens.

(c¢) La suite (p,) est évidemment une suite d’entiers naturels puisqu’elle est définie comme

1
partie entiére d’un nombre positif. Comme (y,,) est décroissante, (1 + —> est croissante,

Yn
et (pn) également (la partie entiére est une fonction croissante sur R). Enfin, 1 + — > 2
Yo
puisque yg < 1, donc pg > 2.
d) Il suffit de retourner la relation donnant v, en fonction de v, pour trouver vy, = — +
Yn+ Yn P Y
n
Ynt1 On peut alors obtenir successivement différentes expressions de = : © = yo (par
Pn
1 1 1
définition) puis z = — + E, puis z = — + — + 2 On conjecture que r =
Po Po Po PopP1 Pop1
n—1 1 y
Z + L . Reste a le prouver facilement par récurrence : 'initialisation
£ZPo-- Dk PO-- P
} 1
est vraie, et on passe du rang n au rang n+ 1 en remplacant Yn par X
Po-.-Pn-1 Po..-Pn-1

1

<— + Ynt1 ) Autrement dit, z = Sp—1(p) + Y Si on fait tendre n vers 400,
DPn DPn Po-.-Pn

le membre de droite converge vers S(p) (le terme supplémentaire est majoré en valeur

1
absolue par < S qui tend vers 0). On vient de créer, pour tout nombre
Po---Pn



x €]0, 1] une suite (p,) telle que S(p) = x, ce qui prouve la surjectivité de l'application
S. Puisqu’on a déja prouvé qu’elle était injective, S est donc bijective.

Exercice 2

A. Un exemple.
1. Allons-y pour la figure :

2. Pour prouver que c’est un carré, on peut par exemple calculer AB = BC = CD = DA =2
(non, je ne détaille pas), et ajouter le fait que AB.AC' = 0 (ce que je ne détaille pas non plus.
En faisant la moyenne des coordonnées de A et de D, on trouve G(—1,1).

3. Notons donc M (z,y). On calcule alors m =(-1—-2,-1—y), ]\ﬁ =B—-xz,-1—y)et
W = (3—z,3—y), puis 2MA — MB+ MC = (—2—2z,2 —2y). La norme de ce vecteur vaut
donc /(=2 — 2x)2 + (2 — 2y)2 = /422 + 4y2 + 8z — 8y + 8. Comme AB = 2, notre ensemble
£ a donc pour équation, en élevant au carré, 4z2 4 4y% + 8z — 8y — 8 = 0, il ne reste plus qu’a
tout diviser par 4 pour retrouver I’équation de I’énoncé. On reconnait bien stir une équation
de cercle : (z +1)? + (y — 1)% = 22, ce qui correspond au cercle de rayon 2 et de centre G (qui
est accessoirement le cercle de diamétre [AD)).

4. Inutile de faire de gros calculs, le triangle ABC' étant un demi-carré, son cercle circonscrit a
pour centre le milieu de [AC] (ou si on préfére le centre du carré ABCD), soit le point Q(1,1).
Le rayon du cercle est QA4 = /8 = 2v/2. Une équation du cercle est donc (z—1)%+(y—1)? = 8,
soit 22 +y? — 2z — 2y — 6 = 0.

5. Normalement, on devrait trouver les points A et D comme points d’intersection, vérifions quand
méme. FEn soustrayant les deux équations de cercle, on trouve la condition 4z + 4 = 0, soit
r = —1. Reportons dans 1’équation du deuxiéme cercle : y? — 2y —3 = 0. Le réel y = 1 est
solution évidente de cette équation du second degré 'autre solution est y = 3. Les deux points
d’intersection recherchés sont bien A et D.

6. Cherchons donc les points d’intersection entre les tangentes issues de H au cercle C, et le
cercle. Autrement dit, on cherche les points M (z,y) vérifiant I'équation de cercle 2% 4 y? —



20 — 2y — 6 = 0, et tels que HM.QM = 0, soit (z 4+ 3 +2v2)(x — 1) + (y — 1)2 = 0.

Développons brutalement : x? + y2 +(2+ 2\/§)x -2y —2— 2¢/2 = 0. On soustrait les deux

équations : (4 + 2\/5)95 +4 —2v/2 = 0. On obtient donc directement, en simplifiant tout par

o o V2-2_ —(2-V2? —6+4V2
’ 2++2 4—2 2

joie et la bonne humeur dans une des équations précédentes, de préférence celle obtenue avec le
produit scalaire : 4v/2(2v/2 —4) + (y —1)2 = 0, soit (y—1)? = 161/2— 16 = 16(/2— 1), et donc
y—1=44v/v/2 — 1. On en déduit les deux valeurs possibles de 'ordonnée : y = 14+4v/v/2 — 1,
et y = 1 —4v/+v/2—1. Les deux points de tangence cherchés sont donc M;(2v/2 — 3,1 +

4/ V2 1), et My(2v/2 — 3,1 — 4/+/2 —1). 1l reste & déterminer les équations des droites
(HM) et (HMs). Pour cela, il est peut-étre plus facile d’utiliser des méthodes « lycée », en

Yvn — YH 4\/\/5_1 \/\/5—1

Jle —TH
Bien, pour 'ordonnée & l'origine, on part du fait que axyg + b = y, so1t b =yg —aryg =

1+ (3+2v2)

2-1
:\/\/_2 z+1

opposé, et vérifie donc b =yg+arg =1—3

= 2¢/2 — 3. Il ne reste plus qu’a remplacer dans la

commengant par déterminer le coefficient directeur a =

1
—1+3

1
+2v/v/2 — 1, soit une superbe équation de droite :

1
+2v/v2 — 1. La deuxiéme tangente a un coefficient directeur
\/5 -1

—2v/v/2 — 1, soit pour I’équation de la

-1
tangente y = z+1-— —2v/V2 —

Reste & prouver que ces deux droites sont aussi tangentes & 'autre cercle £. Pas de méthode
triviale pour cela, alors on va tout simplement chercher les tangentes & £ issues de H par
la méme méthode que ci-dessus, et vérifier que les équations sont les mémes (le coefficient
directeur suffira puisque toutes droites passent évidemment par H. Les points de tangente
M(z,y) Véiﬁe;nt_d;une part I'équation de cercle z2 + y? + 2z — 2y — 2 = 0, d’autre part la
condition HM.GM = 0, soit (z +2v2+3)(x + 1) + (y — 1)2 = 0, ou encore 2% + 32 + (2v/2 +
4)x —2y+2v2+4 = 0. On soustrait les deux équations pour obtenir (2v/2+2)z +2v2+6 = 0,
V243 (V243)(v2-1)
V2+1 2-1 B
scalaire, 4(2 — 2v/2) + (y — 1)2 =0, donc (y — 1)2 =8(v/2 — 1), et y = 1 £ 2¢/2¢/v/2 — 1. On
2v2vV2-1 _ [V2-
4 2

soit x = — — 24/2. En reportant dans 'équation du produit

obtient ainsi comme pente pour la premiére tangente . Incroyable,

¢a marche!

B. Cercles orthogonaux.

Deux cercles du plan de rayons respectifs Ry et Rs et de centres respectifs O et O sont dits
orthogonaux si 0103 = R? + R2.

1. Puisque (Ry + R2)* = R+ R3+2R Ry > R? + R3 = 0103, on a 0102 < Ry + Ry. De méme,
(R1 — Ry)? = R?+ R3—2R Ry < 0?03, donc |R; — Rs| < 010,. Ces deux conditions assurent
que les deux cercles ont deux points d’intersection.

2. La condition d’orthogonalité des deux cercles est équivalent & dire que le triangle PO;05 est
rectangle en P (un résultat obscur appelé théoréme de Pythagore), auquel cas les tangentes en
P aux deux cercles sont les droites (OP;) et (OP;), qui sont bien orthogonales (et la réciproque
est également vraie).

3. On sait que les rayons des deux cercles sont 2 et 2v/2, et le carré de la distance entre leur centre
vaut G2 = 4. Comme 4 n’est pas vraiment égal a 4 4 8, les deux cercles ne sont pas du tout
orthogonaux.



4. Soyons violents et notons (z,y) les coordonnées du centre d’un tel cercle, et r son rayon.
On doit avoir d'une part, (z — 1)? + (y — 1) = 8 + r? (orthogonalité avec le cercle &), et
d’autre part (z + 1)2 + (y — 1) = 4 + r%. En développant, on trouve donc les conditions
2?2 +y? =20 —2y—6—12 = 2?4+ y? + 20 — 2y —2— 1% = 0. La soustraction des deux équations
donne z = —1, et on reste alors avec la condition (y —1)? = 4+ r2. Il existe en fait une infinité
de cerckes convenables puisque toutes les valeurs de y pour lesquelles (y — 1)2 —4 > 0 donnent
une valeur de r possible (une seule, le rayon devant quand méme étre positif). C’est le cas si
y €] — 00, —1]N]3, +-00[. Par exemple, pour y = 4, on obtient r? = 5, soit 7 = /5 (c’est le seul
cercle représenté sur ma figure, en marron).

5. Avec les conditions données, les deux cercles ont pour centres respectifs (a,b) et (d,e), donc,
en reprenant les notations précédentes, 0103 = (d — a)? + (e — ¢)?. Pour les rayons, il vaut
mieux factoriser les équations : la premiére devient (z — a)? + (y — b)? = ¢ + a® + b?, soit un
carré du rayon égal a ¢ + a? + b?. De méme, R2 = f + d? + €2. La condition d’orthogonalité
s’écrit donc (d—a)? + (e —¢)? = e+ f +a% + b2+ c? + d?, soit en développant et en simplifiant
brutalement, —2ad — 2ec = ¢+ f, ou encore ¢+ f — 2(ad + ce) = 0.



