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Exercice 1

La fonction f est bien évidemment définie sur R, paire (puisque la fonction cos est paire) et
27-périodique. On peut donc restreindre son étude a l'intervalle [0, 7]. La fonction est dérivable, de
dérivée f'(z) = —sin(z) + 3sin(3x) = 8sin(z) — 12sin’(z) en utilisant la formule de triplication
du sinus. On peut factoriser f’ sous la forme f/(z) = 4sin(x)(2 — 3sin(x)). La dérivée s’annule
donc lorsque sin(z) = 0, c’est-a-dire en 0 et en 7 pour lintervalle d’étude, et lorsque sin(z) =

2
\/; (la valeur négative du sinus ne nous intéressant pas sur Uintervalle [0,7]), ce qui se produit

2 7'('
deux fois sur notre intervalle. On notera §; = arcsin (\/;) (qui se trouve donc entre 0 et 5) et

0y = m — 61, qui elle se trouve entre T et 7. On peut calculer sans difficulté f(0) =1—1 =0 et

f(m) = =1 —(—1) = 0, ce sera évidemment plus délicat pour les autres extrema locaux. Pour les
1
plus motivés, tout de méme, cos(f1) > 0, donc cos(f;) = /1 —sin?(0;) = On en déduit que

-

4 3 i ~ 1.54. Puisque seul le
3v3

5
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signe du cosinus change, on aura de méme f(fy) = —ﬁ.
On peut ajouter & ces calculs une étude du signe de f : f(z) = cos(x) — cos(3z) = 4cos(z) —

4cos®(z) = 4cos(z)(1 —cos?(z)) en utilisant encore les formules de triplication. La fonction s’annule

cos(361) = 4cos3(6,) — 3cos(fy) = , puis f(61) =

donc pour tous les multiples entiers de 5 (tous les angles ayant pour cosinus 0, 1 ou —1). On peut

alors dresser le tableau de variations complet suivant sur [0, 7] (on a ajouté le petit calcul suivant :

f(5)=-1-3=-1:

xT 0 91 % 92 T
ffm)b + 0 — =4 — 0 + 0
8
33
f 0/ \0 0
\_L/
33

On conclut bien évidemment par une magnifique courbe :



Exercice 2

1. (a) On sait que cos(2z) = 2cos?(x)—1, donc cos(4z) = 2cos?(2z) —1 = 2(2cos?(x)—1)2—1 =
2(4 cost(x) — 4cos?(x) + 1) — 1 = 8cos*(x) — 8cos?(z) + 1.

4
(b) En posant z = %, on aura dr = — = 7 — x, donc cos(4x) = —cos(z). Au vu de la

relation précédente, on a donc 8at — 8a? + 1 = —a, soit 8a* —8a? +z+1=0.

(¢) La racine la plus évidente est —1 : 8(—1)* —8(—1)? —1+1 = 0. On peut donc factoriser :
8z — 822+ x+1 = (z+1)(ax® +b2x® +cx+d) = ar* + (a+b)z® + (b+c)x? + (c+d)z+d.
Onadonca=8;a+b=0,s0it b=—-8;b+c=—-8s0it c=0;c+d=1soitd=1.
Soit 8z* — 822 + x + 1 = (z + 1)(82> — 822 + 1). Reste a trouver une deuxiéme racine,

1
T = 3 convient puisque = — - +1=1—-24+1 = 0. On peut donc & nouveau factoriser :
1 1 1 1
83 — 822 + 1= <x—§> (ex? 4+ fx + g) = ex® + (f—§e> z? + <g—§f>x—§g. Par

identification, on obtient e = 8; f — 5¢ = —8, s0it f = —4; g — §f = 0 soit g = —2.
1
Finalement, 824 — 822 + x + 1 = (v + 1) (az — 5) (822 — 42 — 2).

(d) Déterminons les racines du dernier facteur obtenu ci-dessus. Le trinome 422 — 22 — 1
(on peut factoriser par 2) a pour discriminant A = 4 4+ 16 = 20, et admet deux racines

2420 1445 1-+5
B B 4

, et xg =
3 2

racines trouvées pour I’équation. Ce n’est stirement pas —1 puisque « > 0 (c’est le cosinus

1 . La valeur de « est donc celle d’une des quatre

T
d’un angle inférieur a 5), pas non plus xo qui est également négative, et ¢ca ne peut pas

étre 3 puisqu’on sait qu’il s’agit du cosinus de I'angle X et que la fonction cosinus ne

1 S
peut pas prendre deux fois cette valeur avant g Finalement, oo = cos (g) = +4\/_.
2. (a) Prenons plutot les choses a l'envers : sin(4x) = 2sin(2z) cos(2x) = 4sin(z) cos(x)(2 cos?(z)—
sin(4r)
"2sin(x)
4 cos?(x) — 2cos(x) = cos(3x) + cos(x) puisqu’on sait que cos(3z) = 4 cos®(x) — 3 cos(z).

1) = 2sin(x)(4 cos?(z)—2 cos(z)), donc pour tous les angles vérifiant sin(z) # 0

T 37 Sin(%ﬁ) . (4r . T Z s
(b) On a donc cos <g) + cos <?> = Zem(E)’ Or, sin <?> = sin (77— g) = sin <g>

. 3T
Finalement, o + cos =)=

1
5



3
(c) A T'aide de la formule de transformation d’un produit en somme, o x cos< 57T> =

1 4 1 —2 4
5005 (%) + 5 cos (Tﬂ> Or, cos <§> = COs <7T — g) = —cos (g) ; et de méme

3
cos <——> = cos <?> = —cos <§> Au vu du résultat de la question précédente, on

DO =

3T
a donc « cos = = —

1 1
(d) Le réel a est donc solution de I’équation % — 2T dont le discriminant est A = 1 +1=

1+ 145 15
1

5 =1 et xg = . Comme dans la

1+4x/5_o

5 . .
—, et qui admet pour racines x; =

premiére partie de ’exercice, on conclut pour des raisons de signe que a =

3«)21—\/5'

au passage prouvé que cos <— 1

)
Exercice 3 (pour ceux qui ont trouvé le 2 vraiment trop facile)

1. Si sin 5) = 0, c’est que g = 0[rn], donc h = 0[2x]. Mais alors on a , pour tout entier k,
cos(a + kh) = cos(a) et sin(a + kh) = sin(a), donc Sy, (a, h) = nsin(a) et Cy(a, h) = ncos(a).

2. Je donne le calcul avec les complexes car ¢’est quand méme plus agréable : Cy,(a, h)+iS,, (a, h) =

n—1 ] h nh
. .1 — einh e’z 2isin(% - sin
E eilatkh) — cia - = ¢ ﬁ = el(“"'(n_l)%)(ii) Il ne reste plus qu’a
L—e €'5 2 sin(%) sin(g)

prendre les parties réelle et imaginaire pour obtenir les formules demandées.

: . . . . 3 T
3. Parmi les quatre cosinus dont x; est la somme, seul le dernier est négatif puisque 17 € |0, 5]

11
?—7; € [0, g] et 1—7; € [0, %] De plus, cos <1—77T> = —cos <?—77T> et cos <?7> < cos <?77T>

donc cos(56) + cos(110) > 0, et x1, obtenu en ajoutant encore deux termes positifs, est bien

positif.
4. La somme x1 + x5 est exactement de la forme C,,(a, h), avec a = 0, h = 20 et n = 8. D’aprés la
sin(166) = sin(0) et z1 + x2 = %
5. Il faut y croire :
T1Ty = cos(30) cos(#) + cos(30) cos(90) + cos(30) cos(130) + cos(30) cos(150)
+  cos(50) cos(#) + cos(58) cos(96) + cos(56) cos(136) + cos(56) cos(156)
+  cos(70) cos(0) + cos(70) cos(90) + cos(76) cos(130) + cos(76) cos(150)
+ cos(110) cos(0) + cos(116) cos(90) + cos(110) cos(136) + cos(116) cos(150)

On utilise les formules de transformation produit/somme et on obtient zjz9, comme sommes
des cosinus des 32 angles suivants (on peut oublier les signes puisques le cos est pair) : 46, 26,
126, 66, 1660, 100, 1860, 126, 66, 40, 146, 46, 186, 86, 200, 1060, 86, 66, 166, 26, 200, 66, 226, 80,
1260, 106, 200, 20, 240, 20, 260 et 46. Or, 260 = —80[27], donc cos(266) = cos(80). De méme,
cos(240) = cos(106), cos(220) = cos(126), cos(200) = cos(140) et cos(186) = cos(166). En
regroupant tout ceci, on obtient xjxe = 2(cos(26) + cos(40) + cos(66) + cos(86) + cos(100) +

cos(120)+cos(1460)+cos(160)). La parenthése vaut Cg (26, 20) = sin(86) cos(96)

“n(0) , avec cos(90) =
cos(g — 80) = —cos(86), d’ot z172 = —2(z1 + x2) = —1.



1
. On connait la somme et le produit de z; et 9, ils sont solutions de I'équation 2% — 53: —1=

0 222 — 2 — 2 =0, de discriminant 1 4+ 16 = 17. Comme on l’a vu plus haut, z; > 0, donc

L+VIT L= VIT

ona x; =
4
. Allons-y : y1y2 = cos(30) cos(70) + cos(36) cos(1160) + cos(50) cos(76) + cos(50) cos(110) =
1 1
5(005(109) + cos(460) + cos(140) + cos(80) + cos(120) + cos(26) + cos(166) 4 cos(66)) = 75122 =
1
ot
De méme, yzys = cos(f)cos(90) + cos(f) cos(150) + cos(130) cos(960) + cos(136) cos(150) =
%(005(109) + cos(860) + cos(166) + cos(140) + cos(226) + cos(46) + cos(280) + cos(26)) = —%

(aprés simplifications similaires a celles faites pour zqx9).

T2

1
. y1 et yo ayant pour somme 1 et produit T ils sont solutions de 1'équation 2 —z12 — T donc

17 +17 1417+ V34 +2V17

La solution positive est égale & y1, car ys est somme de deux cosinus négatifs. De méme, on

1 —+/174+ V34 — 217 et y 1 —+V17— /34 —2/17
4 = .
8 8

le discriminant vaut 23 + 1 = 3% +2= et les solutions

obtient y3 =

1 1
. De plus en plus facile : cos(#) cos(130) = §(COS(149) + cos(120)) = 5(— cos(h0) — cos(30)) =
—%. Comme de plus cos(#)+cos(130) = ys, les réels cos(6) et cos(136) sont solutions de I'équa-

tion 22 —yz3x— %, cos(0) étant la solution positive. Le discriminant de 1’équation vaut y§—|—2y1 =

1—1—17—1—34—2\/ﬁ—2\/1—7+2\/34—2\/ﬁ—2\/578—34\/1_7+ 14+ VIT+ V34 +2V17
64 4 -
68 + 12/17 4+ 24/34 — 217 + 16/ 34 + 2/17 — 24/578 — 34/17

. s
et on a ensuite cos (—> =

64 17
1= V7 4 V/34 = 2V/I7 + (/68 + 12V/T7 + 21/30 — 2017 + 16v/34 + 2V/17 — 2/578 — 34v/17

. 16
Etonnant, non ?



