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Exercice 1 (*)

o O O

1 2
On considére la matrice A = 2 1
0 1

1. Déterminer toutes les matrices B dans M3(R) telles que AB = 0.
2. Déterminer toutes les matrices C' dans M3(R) telles que AC = CA = 0.

Exercice 2 (* a **)

Déterminer toutes les matrices qui commutent avec chacune des matrices suivantes :

1 9 1 0 1 0 00
A:<34>;B: 3 -1 2 s L,; C=( 0 1 0
-2 1 -1 0 00

Déterminer les matrices qui commutent avec toutes les matrices diagonales de M, (R). Déterminer
les matrices qui commutent avec toutes les matrices symétriques de M, (R).

Exercice 3 (*)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux matrices symé-
triques soit encore symétrique (trés peu de calculs nécessaires).

Exercice 4 (**)

Soient A et B deux matrices de M, (R) vérifiant AB — BA = B. Montrer que, Vk € N, AB* —
BY¥A = kB*, et en déduire la valeur de Tr(B¥).
Exercice 5 (**)

On fixe A et B deux matrices dans M, (R). Résoudre 'équation X + Tr(X)A = B, ou X est une
matrice inconnue dans M,,(R).

Exercice 6 (***)
s . 2 -1
On considere la matrice A = (= 5 3 )
1. Déterminer un polynéme de degré 2 annulant la matrice A.

2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse (sans faire le pivot de Gauss).



3. En utilisant les racines du polyndéme trouvé a la question 1, déterminer le reste de la division
euclidienne de X™ par ce polyndéme, pour un entier n > 2.

4. En déduire la valeur de A™.

Exercice 7 (**)

On considére dans M,,(R) la matrice .J dont tous les coefficients sont égaux a 1. Calculer J? puis
déterminer les puissances de matrice J. En déduire, a I'aide de la formule du binéme de Newton, les
1 -1 -1
puissances de la matrice A=| -1 1 -1
-1 -1 1

Exercice 8 (**)

5 —4

i _3 ) (au moins deux méthodes possibles).

Déterminer les puissances de la matrice A = <

Exercice 9 (***)

-2 1 1
Soit A = 6 -2 —4
-4 1 3

1. Montrer que A3 = 6A — A2

2. Montrer qu’il existe deux suites ay, et by, telles que A* = apA? + b A (pour k > 2).
3. Trouver des relations de récurrence pour a et by et en déduire leurs valeurs.
4

. En déduire Iexpression de A*. Reste-t-elle valable pour k = 0 et pour k = 17

Exercice 10 (**)

Montrer que I'ensemble des matrices de la forme , avec a € R* est un groupe

ISEERS IS
Q@ & 9
Q@ 2 9

multiplicatif.

Exercice 11 (**)

0
1
C par z = a +ib+— aly + bJ est un isomorpisme de corps.

En notant J = ( _01 ) et E = {aly+bJ | (a,b) € R?}, montrer que I'application définie sur

Exercice 12 (**%*)

cos?(6) — sin(26) sin?(6)
Pour tout angle § € R, on note My = | cos(f)sin(f) cos(20) —sin(f)cos(f) |. Montrer
sin?(6) sin(26) cos(6)

que ’ensemble des ces matrices forme un groupe multiplicatif lorsque 6 parcourt R, et calculer le
déterminer de ces matrices.



Exercice 13 (*)

11 -1 2 2 -1
Inverser (lorsque c’est possible) les matrices suivantes: A= | 2 0 1 ; B = 2 -1 2
2 1 -1 -1 2 2
2 2 1 2 2 1 Jooaa P
c=|(-112|;D=| -1 1 2 |;E= s B =
0 4 5 0 4 4 -1 -1 0 1 1 410
1 -1 10 0 0 3
Exercice 14 (**)
5 1 2 1 1 1
On considére les matrices A = -1 7 2 et P = 1 —1 1 |. Montrer que P est
1 16 -1 1 1

inversible et déterminer son inverse. Calculer P~ AP et en déduire les puissances de la matrice A.

Exercice 15 (**)

Soit A une matrice nilpotente. Montrer que I — A est inversible et que son inverse s’écrit sous la

1 -1 -1
forme I + A+ A% + .- + A*. En déduire 'inverse de la matrice A = 0o 1 -1 et celui de la
0 O 1

matrice B =

SO O O
S OO =N
OO = N W
O = N W
— N W o Ot

Exercice 16 (**)

Déterminer l'inverse de la matrice suivante (matrice carrée a n lignes et n colonnes) :

11 0 0
01 1 0 0
0 0 1 1
0 1




Exercice 17 (**)

Déterminer I'inverse de la matrice suivante (on peut perdre énormément de temps & appliquer
un pivot béte et (trés) méchant, on peut aussi chercher des astuces diaboliques a bases de racines
sixiémes de l'unité) :

1 2 3 45 6
6 1 2 3 4 5
5 6 1 2 3 4
4 56 1 2 3
345 6 1 2
2 345 61

Exercice 18 (**)

Résoudre chacun des systémes suivants, en distinguant éventuellement des cas suivants les valeurs
des paramétres :

r 4+ 2y + 3z = 1
° -z - 3y + bz =
x +ty + z = -1
2 — y + 3z =1
° { r — vy + z = 2
x — 2y 4+ 4z =1
r + 2y + =z = 2
. 2t + y + z = -1
r — 3y + 22 = -1
mer + y + z = 1
° { r + my + z = m
r + y + mz = m?
ax + by 4+ 2z =1
° xr 4+ aby + 2z =D
x + by + az = 1
r — y + 2z + 3t + w = 3
r + y + 22 + 7t + 3w = 19
° - + 4y — 5z + 12t — 4w = 33
20— 4y + S5z + = —12
dr — 3y + 4z + 11t + 9w = 15

Exercice 19 (* a **)

Calculer les déterminants suivants (en essayant d’utiliser des développements suivant les lignes
ou les colonnes ou des combinaisons pour faire apparaitre des 0; vous pouvez toujours vérifier cos
résultats ensuite avec Sarrus) :

1 20 1 -1 0 2 5 -1
016 3 =3 2 2 0 1
2 4 2 2 1 3 3 =2 2
1 3 -2 1 a a? cos(a —b) cos(b—c) cos(c—a)
-1 2 3 1 b v cos(a+b) cos(b+c) cos(c+ a)
-1 4 -1 1 ¢ ¢ sin(a +b) sin(b+c¢) sin(c+ a)



