Feuille d’exercices n15 : Intégration
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12 avril 2013

Exercice 1 (* a **)

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes (aucun des calculs de cet exercice
ne nécessite de technique spéciale sur les fractions rationnelles ou autres) :

o f(z)= =227 o f(x)=cos(z)sin(z) e f(x)=arctan(x)

o f(x)= chi:z:) o f(z)=xsind(z) o f(x)=aVv1+ 222
1 x?

o f(z)= m o f(z)=ch(z)cos(z) o f[flz)= 1+ 22

o flz)=—— o f(x)=Argsh(3x) o f(z)=In(1+2?)

VeEs
e f(z)=In(z+Va?-1) e f(zx)=——= e f(z)=th(x)

Exercice 2 (* a **)

Calculer les intégrales suivantes (aucun des calculs de cet exercice ne nécessite de technique
spéciale sur les fractions rationnelles ou autres) :

1 e 1“72 623:
. / (x—2)(x+1)° dx o / 2*(Inz)? dx / dx
0 1 0

62:(3 + 2
2
° / cos2(x) dz °
0

¢ 1 Ly
—d d
e(n(x)z “° ° /0 Tzt
dx

F e cos(z) dz / z1n?(z)
1

Fd 1

2 2 2

d d 1l—2xd

o /0 x*sin”(x) dx o (S x e /0 x*V1—x dz

¢ In(x) ¢ In(x) /1 3
° dz . dz . dz

/1 X \/E 0o V¥ -+ 1

2 Jarcsin(x) 3 by

. ——5 dz . x Ent(z) de e |z° — bx + 6| dx
0 L—z 0 1



Exercice 3 (** a **%)

Calculer les intégrales et primitives suivantes (beaucoup des calculs de cet exercice nécessitent
des techniques spéciales sur les fractions rationnelles ou autres) :

3 1 2 241 2 r+1
—d - d d
* /2 x(z+1) v * /0 2?3z -4 " * /0 (22 +1)(z —2) “
0 1
/ ’ dr e / _ dx . / _ dz
(x+1)(z22+x+1) 1 x?—4x+3 o 1+a+a?
T xsin(z) ! x / cos(z) — sin(x)
— = d 5 d ———d
/0 1 + cos?(x) v * /0 (x + 22 +1)2 v 1 + cos?(x) v

/ arctan( V) da / m dr e / 5+418m($) dx

. /3 1 e ./ tan(x) de /2 z—1ldx

2 x4+ —1 1 + sin?(x) 1 Ve+1lzo

r—1 1 V3o +1
/arctan(m_2> dzx ° /l—th(a:) dx ° /OMd:ﬁ

Exercice 4 (**)

e
On définit, pour tout entier n, l'intégrale I,, = / 2% (In z)"dzx.
1

. Calculer I.
. Montrer que sur [1;¢], on a (Inz)"*! < (Inx)", et en déduire le sens de variation de I,,.

1
2
3. Montrer que (I,,) est convergente.
4

. Montrer que sur [1;¢], 0 < Inz < L. En déduire la limite de I,.
e

3
1
5. Montrer que Vn > 1, I,41 = ¢ _ n+

5 TIn. En déduire un équivalent de I,,.

Exercice 5 (**)

1

Pour tout entier naturel n, on pose u,, = / 1 — dt
o L+t41tn

Calculer ug, u1 et us.

Montrer que la suite (uy,) est croissante.

Montrer que : Vn € N, u,, < 1In2.

En déduire que la suite (u,) est convergente.

Pour tout n de N, écrire In 2 — u,, sous la forme d’une intégrale.

1
En déduire que : Vn € N, In2 — u,, < ——.
n+1

N ot e

Donner la limite de la suite (uy,).

Exercice 6 (*)

tn
1+1¢

1
On considére la suite définie par I, = / dt.
0

1. Calculer Iy, I et I>.



2. Déterminer la limite de la suite (I,,).

3. Trouver une relation de récurrence entre I, 1 et I,.
n k+1
: (1)
4. On note désormais S,, = —_—
n Z k
k=1
5. Déduire des questions précédentes la convergence et la limite de la suite (.S,,).

exprimer .5, en fonction de I,,.

Exercice 7 (***)

1
Soit f une fonction telle que Vk < n, / tkf(t) dt = 0, montrer que f s’annule au moins n + 1
0
fois sur [0; 1].

Exercice 8 (*)

Soit f la fonction définie sur R par f(x / —dt.

1. Montrer que f est dérivable et déterminer sa dérivée. En déduire le tableau de variations de f.

2. On pose désormais g(z) = f(z) — Inz. Etudier les variations de g sur R* et en déduire son
signe.

3. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Exercice 9 (**)

b
On considére une fonction f strictement positive sur le segment [a; b]. Montrer que / f(x) dx x
a
/ — dx (b —a)?. Quand a-t-on égalité ?
Exercice 10 (**)
1 1 1
Déterminer toutes les fonctions f vérifiant / f(z)? dz = / f(z)? do = / f(x)4
0 0 0
Exercice 11 (***)

1
Soit f une fonction continue sur [0; 1]. Déterminer la limite puis un équivalent simple de / 2" f(z) dx.
0

Exercice 12 (**%*)

Etudier les fgnctions suivantes :

. f(x):/m L

2z c
e g(x) —/ h(t) dt

t2

x? et



Exercice 13 (***)

Pour tout entier naturel k on considére la fonction fi définie sur RT par la relation

1
Jr(z) :/0 tke~tdt

1. (a) Montrer que pour tout entier naturel k, la fonction f; est décroissante sur R™.

(b) Etudier la suite (fx(0))g>0. En déduire, pour tout réel positif z, la limite de la suite

(f&(2))r=0-

k+1 -
2. (a) Soit z > 0. Etablir que fr11(z) = i ¢

fr(z) —

x T

pour tout k£ > 0.
(b) Expliciter les fonctions fy, f1 et fa.
(c) Montrer que, fo(z) ~ 1/x.

+o00

k!

(d) A l'aide de la relation établie au c) , montrer que pour tout k, fr(x) ~ ——.

1 xX
3. (a) Eneffectuant un changement de variable, montrer que Vk € N, Vo > 0, fx(x) = k+1/ uFe™ du.
x 0

En déduire que fj, est dérivable sur |0, +o0] et calculer sa dérivée.
(b) Trouver une relation simple entre f; et fiii.

(¢) Montrer que pour tout réel Vy > 0, 1 — e~ ¥ < y. En déduire que pour tout entier naturel
k, la fonction fj est continue en 0. Est-elle dérivable & droite en ce point ?

Exercice 14 (**)

Déterminer les limites de chacune des suites suivantes en utilisant des sommes de Riemann.

oy =3 k « o =37 1 . ((@2n)\ "
Un =2 k=1 19 2 Un = k=1 =l
Exercice 15 (***%*)

Le but de cet exercice est de montrer par 'absurde que m est un nombre irrationnel. Supposons

donc que ™ = b (n’oubliez pas cette hypothése dans la suite de l'exercice), et posons P,(X) =
q

1 ™

EX”(p —qX)", et I, = / P, (t)sin(t) dt.
! 0

Montrer que, Vn € N, P, (X — ) = P,(X).

Montrer que, Vn € N, I, > 0.

Montrer que, ¥n € N, vk € N, P{P(0) € Z, et P\ (n) € Z.

Montrer que, ¥n € N, I,, € N (on pourra procéder a des intégrations par parties successives).

AR e

Montrer que lirf I, = 0. En déduire que I’hypotheése initiale est absurde.
n—-+0oo



Probléme : Intégrales de Wallis et formule de Stirling.

Calcul des intégrales de Wallis.

s
2

Pour tout entier n, on pose I,, = / sin" () dt.

1.

2.

0
Calculer Ij et I7.

us

Montrer que, Vn € N, I, = /2 cos"(t) dt.
0

3. A l'aide d’une intégration par partie, déterminer une relation entre I, o et I,,.

4. En déduire les valeurs de Iy, et Izp41 (on les exprimera a 'aide de factorielles).

5. Déterminer la monotonie de la suite (I,,) puis prouver sa convergence.

. En déduire lim

. Montrer que, Vn € N, (n + 1)1, 411, = il

I,

n—-+o0o n+1 '

5"

. Déterminer un équivalent simple de I,,.

Un résultat technique.

Soit f une fonction concave sur un segment [a;b] et M = sup,cq) |f”(2)]. On note g la fonction
affine vérifiant f(a) = g(a) et f(b) = g(b).

1.

t
. Montrer que, Vt € [a;b], f(t) — g(t) < M(

b b
. En déduire que / f(t) dt —/ g(t) dt <
a a

. Appliquer ce résultat a la fonction In pour prouver que

b b
Expliquer (sans calcul!) pourquoi / ft) dt > / g(t) dt.
—a)(b—1t)

(on pourra introduire la fonction

2
h(z) = f(z) — g(z) — K(x — a)(x — b), ou K est une constante choisie pour assurer h(t) = 0).
M(b—a)?

12

1

0< <n+;> (In(n+1) —In(n)) —1 < oz

Formule de Stirling.

On introduit les deux suites u,, = ln(n’”%e_”) —In(n!) et vy, = up +

1.

1
12(n — 1)

Montrer que les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes (on pourra bien sir exploiter les
résultats des deux premiéres parties de 'exercice).

1
. Montrer que leur limite commune est égale a —3 In(27) (on pourra s’intéresser a la limite de

2un — ’LLQn) .

. En déduire un équivalent de n!.



