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Tous les calculs doivent apparaitre sur la feuille.

1. Rappeler ce qu’est une famille génératrice dans un espace vectoriel. Déterminer si, dans R3, la
famille ((1,−3, 1); (2, 1,−1), (5,−1,−1)) est libre.

2. Montrer que l’application f :

{
R3[X] → R2

P 7→ (P (1), P ′(1))
est une application linéaire. Déter-

miner son noyau et son image. Vérifier que ker(f) = Vect((X − 1)2, X(X − 1)2), et expliquer
ce résultat.

3. On considère l’application f :

{
R3 → R3

(x, y, z) 7→ (2y − 2z, x+ y − 2z, x− y)
.

(a) Montrer que f est une application linéaire (en revenant vraiment à la définition).

(b) Déterminer l’image et le noyau de f . L’application f est-elle injective ? Surjective ? Bijec-
tive ?

(c) Montrer que ker(f) et Im(f) sont supplémentaires.

(d) Soit p la projection sur Im(f) parallèlement à ker(f), donner l’expression de p(x, y, z).

(e) Calculer f2(x, y, z) et f3(x, y, z), et vérifier que f3 − f2 − 2f = 0.

(f) On pose r =
1

6
(f2+ f) et s =

1

3
(f2− 2f), montrer que r et s sont des projecteurs, et que

f ◦ r = 2r et f ◦ s = −s.
(g) Montrer que, ∀n ≥ 1, fn = 2nr + (−1)ns. En déduire l’expression de fn(x, y, z).
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