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Exercice 1

1.

En effectuant le changement de variable u = 1 — ¢, on aura t = 1 — u donc dt = —du, et

0 1
Inp= / —(1 — )b du = / u’(1 —u)® du = I,. Les deux intégrales sont donc égales.
1 0

1 patl 7l 1
. Calculons : I, g = / t* dt = = .
’ 0 a+ 1 0 a+ 1
ta-‘,—l
. On va effectuer une IPP en posant u/(t) = t% et v(t) = (1 — t)°, soit u(t) = 1 et V/'(t) =
a
b-1 e+t o] bt b-1 b
—b(1 —t)"~ id Iy = 1—t b(1—1¢)°" dt = ——1Igq1p—
(1= 7 e qui dome Ly = [ (0= 0] + [ b= =
(le crochet étant nul en 0 comme en 1 sia > 0et b > 1).
b b(b—1)
S i t, Lop = —— 1=l p 2=
uccessivement, lop = ———Jat1p-1 (T D)(a £ 2) @202
bb—1)(b—2)...1 b! alb!
( )( ) atb0 = = Les

" (a+D)(@+2)... (a+b) (a+D)(a+2).. (a+b)a+b+1) (a+b+1)
plus courageux écriront une récurrence propre pour la premiére partie du calcul.

Posons donc, intelligemment, x = sin2(t) (qui est bien une bijection sur [0; g]) On peut
alors écrire do = 2sin(t)cos(t) dt, donc sin®(t)cos’(t) dt = sin*(t) cos®(t)sin(t) cos(t) dt =
1

d 1 1 121 x 3! 1 1 1
22(1 - a:)?’?x Finalement, I = 5/ 221 —2)3 do = 512,3 = A

0 2 6 2760 120
u du !

(a) Faisons le changement de variable t = —, on aura bien sir dt = —, et F,(k) = / (1-—
n n 0

1
)" (nt)* x n dt = nk+1/ (1 —t)"tk dt = n* T, .
0

n+1
> u® du. Mais
n+1

attention, les bornes dans F,11(k) sont 0 et n+1, et pas 0 et n, il faut donc ajouter que les

n
(b) A partir du rang &, on aura donc certainement F, (k) < / <1 -
0

n U TL—|—1
fonctions intégrées sont positives sur [0; 1] pour en déduire que / <1 o 1) uf du <
0 n
F,+1(k). La suite (F,,(k)) est donc croissante a partir du rang k.
E\" k
(c) Passons sous forme exponentielle : <1 — —) — (=) Comme lim = = 0, on peut
n n—+oomn

k k

k
dire que In [ 1 — —> ~ ——, donc on déduit facilement la limite demandée, qui vaut e™".
n n
La suite étant croissante a partir du rang k, c’est-a-dire & partir du rang 1 ici puisqu’on va
appliquer le résultat & u € [0; 1] (on se demande bien qui a eu I'idée de mettre un k a cet
u\”"
endroit-1a), on peut dire que <1 — —) < e %, dont découle la majoration par intégration
n

de l'inégalité.



(d) Il suffit de dire que lirf e “uF*2 = 0 (c’est de la croissance comparée). Il existe donc
U—+00

certainement un A a partir duquel e u*+2 < 1 (on applique la définition de la limite
avec € = 1), d’ou l'inégalité demandée. On peut alors écrire, au moins lorsque n > A, que

n A n
E,(k) < / e P du < / e uk du +/ e "uF du. Cette deuxiéme intégrale peut
0 0 A

n n
. .y S 1 1 1 1
étre majorée, au vu de ce qui précéde, par — du=|——| =-—+—-<

A U

<—.L
ul,  ntAa>a "

majoration demandée en découle.

(e) On a vu plus haut que la suite était croissante a partir d’un certain rang, la question
précédente prouve qu’elle est majorée (le membre de droite ne dépend plus de n), d’aprés

le théoréme de convergence monotone, elle converge.

5 ! n?

(n +.2)! T+ Dn+2)

(f) Reprenons la premiére relation démontrée : F,(1) = n’l; , = n

2

n .
ol donc F(n) = nllg-loan(k) = 1.
k+2 gpo kA1 1s
(g) Commengons par constater que F,(k+ 1) = n" "I, =n n 1Ik,n+l en utilisant
n
b
la relation I, = ?Ia_i_l’b_l avec a = k et b = n + 1. Autrement dit, F,,(k + 1) =
a
n(k+1) . n O\ & n O\
—_ I = (k+1) [ —— 1)+, = (k+1 Foi1(k).
nr1 v ket (k+1) 1 (n+1)"" g py1 = (k+1) 1 n+1(k)

k+2
> = 1, donc on obtient
n+1

bien F(k + 1) = (k + 1)F (k). Par une récurrence triviale, on prouve alors que F(k) = k!.
C’est vrai pour k = 1 d’apreés le calcul de la question précédente, et en le supposant vrai
au rang k, alors F'(k+1) = (k+ 1)k! = (k. + 1)L

Quand on fait tendre n vers +o00, k étant constant, lim <

Exercice 2

1. La fonction t +— t + sin(t) a pour dérivée 1 4 cos(t), qui est positive sur R (strictement sauf
pour les réels vérifiant cos(t) = —1, qui sont en nombre fini sur tout intervalle borné), donc
elle est strictement croissante sur R. Comme par ailleurs elle s’annule évidemment en 0, elle
sera strictement négative sur R™* et strictement positive sur R**. En particulier, D, = R*.

2. La fonction f est définie en x si, V&t € [x,2x], t # 0. C'est le cas si x > 0 (dans ce cas,
[;22] C RT*) et si x > 0. Pour & = 0, on peut convenir que f(0) ou ne rien convenir du tout,
on dira donc que Dy = R*.

3. On devrait commencer a avoir ’habitude de ce genre de calcul de dérivée. En notant G une pri-

mitive quelconque de g, on a f(z) = G(2x)—G(z), donc f'(z) = 2¢'(2x)—g(x) = 5 T em(n)
1 . Mettons donc au méme dénominateur : f/(x) = 2 + sm.(:n)) — (224 §1n(2:1:)) =
(2 + sin(2z))(z + sin(z))

x + sin(x)

2sin(z) — sin(2x)
(2x + sin(2z))(x + sin(z))
teurs du dénominateur sont soit tous les deux négatifs (si x < 0), soit tous les deux po-
sitifs, donc leur produit est positif. La dérivée est donc du signe de 2sin(z) — sin(2z) =
2sin(xz) — 2sin(z) cos(x) = 2sin(z)(1 — cos(z)). Comme 1 — cos(z) > 0, f/(x) est du signe
de sin(z). La fonction f est donc croissante sur chaque intervalle de la forme [2km; (2k + 1)7]
et décroissante sur chaque intervalle de la forme [(2k — 1)7, 2k7|, pour k € Z.

. D’aprés 'étude réalisée dans la premiére question, les deux fac-

4. On peut faire un petit dessin, ou utiliser de fagon plus rigoureuse le changement de variable

—-b b b
x = —t, qui donne / h(t) dt = / —h(—z) dz = / h(x) dz. Ici, la fonction g est impaire,



—2z 2z
g(t) dt = / g(t) dt = f(z). La fonction f est paire (ce qui est cohérent
€T

| 1| [*]t—(t+sin(t))|
/x t+sin(t)_¥dt‘_</x t(t +sin(t)) S

dt puisque |sin(t)| < 1.

donc f(—z) = /

—X
avec les variations obtenues.

2z
1
5. (a) Un béte calcul : ‘f(a:) —/ i dt‘ =

2z 1
/x t(t +sin(t))
(b) Puisque —1 < sin(¢) < 1, t +sin(t) > t — 1. 1l suffit de prendre ¢ > 2 pour avoir

t ot
t—1>t——=—.
2 2

2x 2z o2
1
(c) En reprenant la majoration précédente, on aura Vi > A, ‘ flx) — / n dt‘ < / n dt =
xr xr

2x
2 2 2
[——} = —— 4 —. Cette quantité tend vers 0 quand x tend vers +o0o. D’un autre coté,

t], 2r  «x

2z 1
/ i dt = [In(t)]** = In(2z) — In(z) = In(2). La combinaison des deux résultats permet

xT

d’affirmer que xkrfmf(x) = In(2).

1
6. (a) Tout le monde sait que sin(t) v t, donc t + sin(t) o t+t+o(t) ~ 2t et g(t) TS
—>

3

1 in(t) — ¢ -
- — = sin( ) ~ 3~ —i. La limite de cette différence est
2t 2t(t +sin(t)) t—0 2t(2t) 12

donc nulle, on peut prolonger u par continuité en posant u(0) = 0.

(b) On calcule g(t)

(¢) La fonction prolongée est continue sur [—1; 1], elle y est donc bornée d’aprés le théoréme du
2x
/ u(t) dt‘ <
x

2x 2x T
/ lu(t)] dt < M dt = Mz. On en déduit immédiatement que lir% u(t) dt = 0.
T T—r

x xT

11
maximum. Notons M le maximum de |u| sur [—1; 1], alors Va € [—5; 5],

2z 2z
1 In |t 1
(d) Il suffit d’écrire que f(z) = / u(t)+ —=dt = o(l)+ nt] =o(1) + =(In(|]2z|) —
. 2t ' Do 2 |, 2
1 Lo In(2) .
In(|z])) = 5111(2) + o(1). Autrement dit, hn%f(a:) = — Pour savoir si le prolon-
T

gement est dérivable, tentons d’appliquer le théoréme du prolongement C' : f'(z) =

2sin(z)(1 — 2z x L
sm(a:)( cos(a.:)) ~ 2~ E. La dérivée a pour limite 0 en 0, la fonc-
(2x +sin(2z))(z +sin(z)) 0 4z x 2z 6
tion f est donc dérivable en 0 et y admet une tangente horizontale (notons que, si elle est

dérivable, elle a nécessairement une tangente horizontale en 0 en tant que fonction paire).

7. On ne connait & peu prés que ¢a de la fonction :

T | —2m — 0

T T 2w
f(=) f(m)
e \ / e
In(2)
2

On est bien évidemment complétement incapables de calculer les valeurs en 7 et en 27w (de
lautre coté, par parité, les valeurs sont les mémes), on fait donc ce qu’on peut. La courbe
ressemble & ¢a :

n




Probléme : exemples de pseudo-inverses d’applications linéaires.

I. Quelques propriétés générales

1.

11 suffit de constater que f~'o fo f~l =idof~' = f~let fo flof=idof = f. De plus,
fof™l = f"1of=id, les trois propriétés sont donc vérifices, f~! est un pseudo-inverse de f.
Si f est pseudo-inversible, en notant B la matrice de son pseudo-inverse dans la base canonique,
la matrice de f o go f sera alors ABA, on aura donc ABA = A. De méme, BAB = B et le
fait que f et g commutent se traduit par AB = BA. Réciproquement, si une telle matrice B
existe, en notant g ’application linéaire de matrice B dans la base canonique, on passera de
méme des relations sur les matrices a celles sur les endomorphismes.

. Calculons : (AB1A)Bs = AB, puisque AB1 A = A, mais puisque A commute avec B; et By, on a

aussi AB1ABy = B1(AByA) = B1A. On en déduit en effet que Bj A = ABy. On peut en déduire
que Bl = BlABl = Bl(BlA) = BlABg. De méme, B2 = BQABQ = (ABQ)BQ = BlABg.
Finalement, By = Bs. Le pseudo-inverse est donc unique.

Une symétrie s est bijective (de réciproque s, puisque s o s = id) donc la premiére question
permet d’affirmer que s est pseudo-inversible, et qu’elle est son propre pseudo-inverse. Un
projecteur p est en fait également son propre pseudo-inverse : popop = pop = p (ce qui
prouve simultanément les deux premiéres conditions!), et p commute évidemment avec lui-
méme.

On peut subtilement conjecturer que, si g est le peudo-inverse de f, ¢* sera celui de f*. En
effet, puisque f et g commutent, g¥ o f¥ o g* = (go fog)F = g*, de méme dans I'autre sens, et
bien entendu ¢g* et f¥ commutent. Notons que le résultat reste vrai pour k = 0, ot on se rend
compte que id est son propre pseudo-inverse.

II. Un exemple concret.

110
1. On écrit simplement A= 2 3 1
3 5 2
3 4 1 14 20 6
2. Travaillons plus simplement avec les matrices: A2 = [ 11 16 5 | puis A% = 58 84 26
19 28 9 102 148 46

On vérifie péniblement que A% — 642 + 44 = 0, ce qui se traduit bien par f2 — 6f2 +4f = 0.
On peut factoriser pour obtenir f o (f? — 6f + 4id) = 0. Si f était bijective, on pour-
rait alors composer par f~! pour obtenir f2 — 6f + 4id = 0, ce qui n’est pas vrai puisque
1 -2 1
A2 —6A+4I = —1 2 —1 |.L’application f n’est donc pas bijective.
1 -2 1



3.

10.

. C’est un calcul assez béta, on constate facilement que B'A’ = A'B’ =

T + oy = 0
Pour déterminer la noyau, il faut résoudre ¢ 2x + 3y 4+ 2z = 0 . Une fois n’est pas
3r + by + 2z = 0
coutume, une petite substitution est trés efficace, la premiére équation donne y = —xz, la
deuxiéme z = —2x — 3y = z, et la derniére, sans grande surprise puisque ’application n’est pas
bijective, s’annule. On en déduit que ker(f) = {(z,—x,z) | = € R} = Vect((1,—-1,1)). Pour
I’image, on calcule les images des trois vecteurs de la base canonique :
Im(f) = Vect((1,2,3);(1,3,5);(0,1,2)) = Vect((1,2,3);(0,1,2)) puisque (1,3,5) = (1,2,3) +
(0,1,2).

Vérifions directement que le systéme (z,y,2) = a(0,1,2) + b(1,2,3) + ¢(1,—1,1) a une unique
b + ¢ = =z
solution. Ecrivons explicitement le systéme : a + 20 — ¢ = y . La combinaison
2¢ + 3b + ¢ = =z
1 1 1
Ls—2Ls donne —b+ 3¢ = z — 2y, donc en ajoutant L;, 4c = z — 2y +x, soit ¢ = Zx — §y+ Zz.
3 1 1 5 1 3
On en déduit b =x — ¢ = Zx—l—gy—zz puisa=y+c—2b= —Zx—gy—l—zz. La solution
est unique, la famille est donc une base de R3.
01 1
. Notons donc P la matrice de passage, P = 1 2 —1 |]. 1l est inutile de faire quoi que
2 3 1

ce soit pour calculer la matrice inverse, nous ’avons déja obtenue en résolvant le systéme de
la question précédente! La matrice P~! est celle permettant de faire le passage de B vers
la base canonique, autrement celle dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la
base canonique dans B. Il suffit de remplacer dans les formules obtenus ci-dessus pour trouver

2 13

i 2 1

pi=| 3 1 1
1 2 1
111

1 2 1

. La famille (e1, e2) est certainement une base de Im(f), c’est celle que nous avions obtenue tout

a I'heure. La supplémentarité de ker(f) et Im(f) découle du fait que la famille B est une base :
tout vecteur de R3 peut s’écrire de facon unique comme somme d’un vecteur du noyau et d’un
vecteur de 'image de f.

Deux possibilités : soit on calcule P~'AP, qui nous donnera la matrice de f dans B; soit
on calcule directement f(0,1,2) et f(1,2,3) et on exprime ces deux images dans la base B
(le troisiéme vecteur a une image nulle puisqu'il est dans le noyau). Ici, ¢a va aussi vite :
£(0,1,2) = (1,5,9) = 3x(0,1,2)+(1,2,3); et £(1,2,3) = (3,11,19) = 5x(0,1,2)+3x(1,2,3).

3 5 0
Conclusion: A’=1 1 3 0
0 0 O

Tout va bien, on a trouvé une matrice conforme & ce que dit 1’énoncé. Posons donc M =

< i’ g > Utilisons nos vastes connaissances sur les matrices d’ordre 2 : det(M) = 4 donc la

matrice M est inversible et N = % < _31 _35 >

, les trois

S O =
O = O
o O O

conditions pour le pseudo-inverse sont alors facilement vérifiées.

On peut conjecturer que B = PB'P~!. Vérifions-le : on aura alors BA = PB'P~'PA'P~! =
PB'A'P~!, et de méme AB = PA'’B'P~!. Puisque A’ et B’ commutent, ce sera aussi le cas de



11.

A et B. De méme, BAB = PB'A'B'P~' = PB'P~! = B et ABA = A. Le pseudo-inverse de

-1 3 0
A est donc bien la matrice B. On calcule sans enthousiasme PB’ = — 1 1 0 |, puis
3 -1 0
1 7T 4 -3
B=PB'P'=—- -1 0 1
S\ -9 -4 5

Dans la base B, la matrice de p est P"'BAP = P"'BPP~'AP = B'A’ qu'on a calculée plus
haut. On reconnait une matrice de projection, plus précisément la matrice de la projection sur
Im(f) parallelement a ker(f). Du coup, aucun calcul supplémentaire a faire. Si on y tient on

3 2 -1

1
peut donner la matrice de p dans la base canonique : BA = - 1 2 1
-1 2 3

III. Un second exemple.

1.

C’est quasiment immeédiat : la matrice nulle commute avec tout le monde, y compris A, et si B
et D sont deux matrices commutant avec A, alors A(AB+uD) = AAB+pAD = ABA+uDA =
(AB + uD)A, ce qui prouve la stabilité par combinaisons linéaires.

a b ¢ d e f 0 a b
.SoitM =\ d e f |.Oncalculesansdifficulté AM =| g h i |etMA=| 0 d e
g h i 0 0 0 0 g h
Les deux matrices sont égales si et seulement sid=g=h=0;a=e =1et f =b. Autrement
a b c 0 0 1
dit, C(A) = 0 a b ||(abc)eR®} = Vect I,A,(O 00
0 0 a 0 0O
Puisque le pseudo-inverse doit commuter avec la matrice A, c¢’est une conséquence triviale de
la question précédente.
0 a b
En repartant d’une matrice B de la forme précédente, BA = 0 0 a puis BAB =
0 00
0 a® 2ab
0 0 a® |.Sion veut que cette matrice soit égale a B, il faut en effet avoir a = 0.
0 0 O

Si a = 0, on vient en fait de voir que BAB = 0, donc on devrait avoir B = 0, ce qui est
absurde (car on ne pourra alors jamais avoir ABA = A). La matrice A ne peut donc pas avoir
de pseudo-inverse.

L’application g est trés facile & décrire analytiquement : g(x,y, z) = (y, 2z,0). Le noyau est donc
assez trivialement constitué des vecteurs vérifiant x = 0. Si on y tient, ker(g) = Vect((1,0,0)).
Tout aussi facilement, Im(g) = Vect((1,0,0);(0,1,0)) en prenant les images de la base cano-
nique. Les deux sous-espaces ne peuvent pas étre supplémentaires puisqu’ils ont intersection
contenant tout le noyau (une droite en I'occurence). On peut conjecturer des deux exemples
précédents qu’une application linéaire est pseudo-inversible si et seulement si son noyau et son
image sont en somme directe. Démonstration laissée en exercice au lecteur.



