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Exercice 1

1.

Considérons donc une fonction de la forme y(z) = az +b. Dans ce cas y'(z) = a, et (1+22)y’ +
(x —1)%y = a(l +22) + (22 — 20 + 1)(az + b) = a + ax® + az® — 2a2® + ax + bax? — 2br + b =
az® + (b — a)z? + (a — 2b)z + a + b. Par identification des coefficients, la fonction est donc
solution de l'équation (F) sia =1;b—a = —1;a—2b =1¢et a+ b = 1. Il suffit donc de
prendre a = 1 et b = 0. Autrement dit, la fonction y :  — x est solution particuliére de (FE).

En effet, (z — 1)2 =22 — 20+ 1= (1 +22) — 2, d (x—1°_, 2 imiti
. En effet, (z —1)* = 2° — 2z = x*) — 2z, donc ——— =1— a pour primitive
) ) o0 1+ 22 p b
x + = —1In(1+2?). L’équation homogéne normalisée associée & 1’équation (E) pouvant s’écrire
—1)2
y + My = 0, elle admet pour solutions toutes les fonctions y : x +— Ke—otin(i+a?) —

1+ 22
Ke (1 + 2?), ot K € R. Notons qu’ici, comme 1 + 22 ne s’annule jamais, la normalisation

ne pose aucun probléme, on peut résoudre I’équation sur R. Puisqu’on a déja déterminé plus
haut une solution particuliére de I’équation (F), les solutions sont donc toutes les fonctions de
la forme x — = + Ke™®(1 + 2?).

Dans la forme obtenue & la question précédente, on a y(0) = K. Il suffit donc de poser k = K,
et on trouve bien une solution y; ayant I’équation annoncée.

Deux possibilités pour faire ce calcul. On peut dériver simplement la fonction y; pour obtenir
yp(z) =1—ke (14 2%) +2kze ™ =1 — ke (1 + 2% — 22) =1 — ke *(x — 1)%. Pour x = 1,
on trouve y; (1) = 1, qui est indépendant de k. Toutes les courbes Cj, admettent donc en 1 des
tangentes de méme pente, qui sont paralléles. Autre facon de présenter le calcul : on remplace
z par 1 dans 'équation (E) pour obtenir 2y/(1) +0y(1) =1 —14 1+ 1, soit '(1) = 1. La
conclusion est évidemment la méme.

. Dérivons une deuxiéme fois la fonction yj, on trouve y}/(z) = ke ®(z — 1)? — ke *(2z — 2) =

ke (2% — 2z 4+ 1 — 2z + 2) = ke “(2* — 4z + 3). La courbe admet donc un point d’inflexion
d’abscisse  si 2 est solution de I’équation du second degré 22 —4x +3 = 0. Cette condition est

effectivement indépendante de la valeur de k, le trindme a pour discriminant A = 16 — 12 = 4,

. 4—2 442
et admet pour racines r1 = —— =1 et 29 = — = 3. Toutes les courbes ont donc deux

points d’inflexion d’abscisses 1 et 3.

. Comme y,(3) = 1 —4ke™3 et yi(3) = 3 + 10ke™>, la tangente a la courbe Cj en 3 a pour

11
équation y = (1 — 4ke™3)(x — 3) + 3 + 10ke3. En remplagant x par - ou si on préfére x — 3

) 5 11
par 3 on obtient y = 3~ 10ke 3+ 34 10ke3 = DR ce qui prouve bien que la tangente passe

toujours par le point A.

. 11 suffit de constater que yy(z) — 2 = ke™*(1 + 22), qui a pour limite 0 en +oo par croissance

comparée. La droite d’équation y = x est donc asymptote oblique a toutes les courbes en +o00
(et coincide accessoirement avec la courbe Cp). Comme e~%(1 + x2) est toujours positif sur R,
le signe de yi(z) — = est simplement celui de k. Les courbes sont donc toujours au-dessus de
I’asymptote lorsque k > 0, toujours en-dessous lorsque k£ < 0.



8. Dans ce cas, ke~*(z — 1)? est toujours négatif, donc y} (¥) = 1 — ke™%(x — 1)? est strictement
positif. La fonction yi est donc strictement croissante sur R. La limite de y; en +oo vaut
toujours +oo. De l'autre coté, lim ke ®(1 + x?) = —oo, donc lim yi(z) = —oo (on peut

T——00 T—r—00
également obtenir cette limite en utilisant que yi(x) < x pour k < 0). Pour compléter les
courbes, on calcule yi(1) =1+ %, ce qui donne y_1(1) =1 — % ~0.26 et y_o(1) =1 — 1 o~
—0.48. Puisqu’on souhaite tracer les tangentes en 3, calculons également en reprenant les
résultats obtenus & la question 3 : y_1(3) = 3 —10e™® ~ 2.5, et y_2(3) = 3 — 20e 3 ~ 2. Inutile
de calculer les pentes des tangentes, le fait qu’elles passent par le point A suffit & les tracer.

On obtient le graphique suivant (asymptote en noir, C_; en rouge, C_y en bleu et tangentes en
3 en pointillés orange, celles en 1 en pointillés verts) :

6T

Exercice 2

A. Etude de la courbe v (appelée tractrice).

1. Notons déja que les deux fonctions sont définies sur R (le ch au dénominateur ne s’annule
jamais). La fonction ch étant paire et la fonction th étant impaire, les fonctions z et y sont
respectivement imapire et paire. La courbe v est donc symétrique par rapport & 'axe des
ordonnées, et une étude sur R, suivie de cette symétrie, suffit a obtenir 'intégralité de la



courbe.

h(t
2. On peut par exemple calculer 2/(t) = 1 — (1 — th?(t)) = th%(t) > 0, et y/(t) = — Shz((t)) < 0 sur
c
R, . La fonction x est donc croissante, et la fonction y décroissante.
3. Puisque lim th(¢) =1, lim x(t) = +oo. Comme lim ch(t) = 400, lim y(t) =0T.
t——+o0 t——+o0 t——+o0 t——+o0
1
4. Pour compléter le tableau, il ne reste plus qu’a calculer z(0) = 0—th(0) = 0, et y(0) = ) =
c
1.
t 0 +00
()0 +
400
x /
0
y®) 0 -
1
Y \
0

5. Il y a bien un point stationnaire quand ¢ = 0 puisque les deux dérivées s’annulent simultané-

ment. Premiére méthode pour déterminer le vecteur tangente en ce point, on calcule les dérivées

—ch3(t) 4 2sh?(t) ch(t)

cht(t) ’

qui vaut —1 en 0. Il y a donc au point M (0) une tangente dirigée par le vecteur 7(0, -1),
autrement dit verticale dirigée vers le bas.

. y'(t) sh(t) .
Deuxiéme méthode, on calcule ——= = —— 3 = — , qui tend vers —oo quand
2 (t) ch?(t) th*(t) sh(t)
t tend vers 0. On retrouve une tangente verticale dirigée vers le bas. Notons que le point

stationnaire sera ici un point de rebroussement de premiére espéce.

secondes : z”(t) = 2th(t)(1 — th%(¢)), qui s’annule en 0; et y"(t) =

6. Voici une allure de la courbe :

B. Une propriété remarquable de la tractrice.
sh(t)

1. Au vu des calculs de la premiére partie, un tel vecteur sera <th2(t), ——), ou encore en

ch?(t)
ch?(t)

sh(t)
2. La tangente a donc une équation de la forme x + sh(t)y + ¢ = 0, et doit passer par le point
sh(t)

ch(t)

multipliant tout par , le vecteur plus simple (sh(t), —1).

M (t). Cela donne pour la constante ¢ la condition ¢t — th(t) + +c¢=0,s0it t+c=0.

Autrement dit, t = —¢, ce qui donne bien I’équation annoncée.



3. Pour t = 0, comme sh(0) = 0, ’équation précédente devient = = 0, ce qui correspond a l'axe
des ordonnées qui est bien tangente & la courbe en son point stationnaire.
4. Puisque M (0) a pour coordonnées (0, 1), cette distance vaut 1.

5. Remplagons y par 0 dans I’équation de la tangente, on obtient x = ¢t. La tangente coupe donc
I'axe des abscisses au point P(t)(¢,0).

6. On a donc M(t)P(t)? = (t — th(t) — )% +

= th?(t) + 1 — th?(¢t) = 1. Cette distance est

constante. Cette constatation est a l'origine d’'une méthode de tracé de la courbe tractrice (et
de son nom) : elle est obtenu en « tirant » un objet initialement placé au point (0,1) par une
ficelle de longueur 1 & laquelle on fait parcourir ’axe des abscisses.

C. Rayon de courbure de la tractrice.

2 h
1. On a calculé plus haut 2”(¢) = 2th(¢)(1—th?(t)) = E (t) cet y'(t) =

ch”(t)
Sh2(4) — ch? Sh2(4) — 2
2sh (023(75)}1 ® _ hclgé)(t) On peut donc calculer det (d?liw d OM = 2/ (t)y"(t) —
po o thE(E)(sh?(t) —1) 2th(t)sh(¢)  sh®(t) —sh?(t) + 2sh?(t)  sh?(¢)(sh?(¢) +1)
T (y'(t) = T R 7 S b (¢) - b5 (¢) -
sh?(t)

h?’—(t). Cette expression ne s’annule effectivement jamais lorsque ¢ # 0, tous les points non
¢
stationnaires de la courbe sont donc biréguliers.

3 sh? 2 sh?(t)(sh? 1
2. Calculons le numérateur, qui vaut (z/(t)2+y/(t)?)2 = (th4(t) + ch4$;> = < (t)£h4(§§) i )>
sh3(t) h3(t)  ch®(t)
b3 (t) i) < o

= th3(¢). On en déduit que le rayon de courbure vaut

Probléme

A. Quelques cas particuliers.

1. Pour n=1,0na S1(z) =1+2% donc S1(1+4) =1+ (1+4)*=1+1+2i—1=1+2i. Pour
n =2, S9(z) =1+ 22+ 2* Comme (1+i)?=2i, (1+i)* = (20)? = —4, et So(1+1) =2i — 3.
2. Notons z = €, dans ce cas z = e et 22 = €% donc 251 (2) = e (1 + %) = 7 4 ¥ =
2cos(f) € R (il existe de nombreuses autres facons de présenter le calcul, le recours a la forme
exponentielles n’est pas du tout nécessaire). La réciproque est éviodemment fausse : si z € R,
alors S1(z) € R et on n’a pas nécessairement |z| = 1 (on peut prouver que ce sont les seuls cas

possibles).
s i —2im i 2 s
3. On peut par exemple calculer Si(j) = 1+ 5 = 627(627 + 627) = 2cos <§> e =
i s s
—e¢%" = e 5. Ce nombre a pour module 1, et pour argument —3

4. L’initialisation est évidente : Sy(j) = 1 puisque Sp(z) = 1 quel que soit le nombre complexe
z. Supposons désormais que Ss,(j) = 1 pour un certin entier n, alors Sg(n+1)( ) = Sgn+3(j) =
S3n(j)+j6n+2+j6n+4+j6n+6:1+]6n+2(1+] +])OI‘,1+] +] :1+€3+€3:

2imw

(s 2
1+es +e_2T =1+2cos <§> = 0. On trouve bien S3,4+3(j) = 1, ce qui prouve la propriété

au rang n + 1 et, par application du principe de récurrence, pour tous les entiers naturels n.
k=n
5. Puisqu’on a toujours 12¥ = 1, S,,(1) = Z 1 =n+ 1. De méme pour z = —1 (les puissances
k=0
paires de —1 sont également toutes égales a —1).

N



B. Etude du cas général.

1.

3.

2 raison qui sera différente de 1

1— (22)n+1 1— Z2n+2

1—22 1=z

On reconnait dans S,, une somme géométrique de raison z

lorsque z est différent de 1 ou —1. On peut donc écrire S, (z) =

. Les solutions de I'équation S,,(z) = 0 sont donc les racines (2n + 2)-émes de l'unité, 1 et —1

2ikm
exclus, autrement dit les complexes de la forme z27+2, pour k € {1;...;2n 4+ 1}\{n + 1}. La
somme de toutes les racines (2n+2)-émes de I'unité étant nulle, la somme des solutions vaudra
0 puisqu’on a simplement supprimé deux racines dont la somme est nulle.

1 2n+2

(a) 1l suffit de constater que Sy, (z) — 2= 1 , et prendre le module de ce quotient :
—_— Z —_—

| _ Z2n+2| — |Z|2n+2 = p2n+t2

(b) L’inégalité triangulaire nous permet d’affirmer que |1|—|2%| < [1—22|, soit 1—72 < [1—22].

Comme 7 est supposé strictement inférieur a 1, 1 — r2 > 0 et on peut passer a I'inverse

1 2n+2

1—22] T 1—7r
la majoration souhaitée.

pour obtenir 5 - Il ne reste plus qu’a tout multiplier par r pour obtenir

(c) Le numérateur du membre de droite de l'inégalité précédente est une suite géométrique
de raison comprise entre 0 et 1, dont a pour limite 0. Par application du théoréme des
gendarmes, le membre de gauche qui est positif tend donc lui aussi vers 0 quand n tend
vers +00.

C. Autour d’une fonction de la variable complexe ...

1.

2.

3.

4.

1
1—22 1-z2%

1 __

C’est a peu prés immédiat : f(2) = T~ et f(z) =
-z

Cette équation se raméne a el (1— 22) = 22, soit en multipliant tous les coefficients par v/2,

(1+414)22 + 222z — 1 —i = 0. Ce trinéme a pour discriminant A = 8 + 4(1 +14)? = 8(1 +1) =

8v/2¢'1. Une racine carrée de A est donc § = 8\/56’%, et ’équation admet deux solutions
§—2v2 . —5—2V2
21=——, et 20 = ———.
YT o2 T 24
1
En effet, |f(2)] =1 & |1 — 22| = 1 =ls|1-2)(1+2)=1<]1-z x|1+ 2| =1. Comme
=|1—z| et BM =|—1-z| = |1+ 2|, 'équivalence demandée en découle.
1 1 e~ cos(f) + isin(6) 1
(a) On caleule f(2) 1 — 20 el (e=i0 — eif) 2i sin 0 2i sin(0) 2

cos(6) i 11 ;
2sin(d) 2 2tan(d)

(b) On veut |f(2)]*> =1, SOlt 1 ! = 1, soit 4tan?(9) = g, donc tan(f) = :I:L. ces

4tan 4tan2(0) V3

valeurs correspondent & 6 = g[ T et 0 = g[ 7| (ce qui fait quatre points sur le cercle

trigonométrique.



pi/3

—pi/3

5. (a) On a déja fait un calcul trés approchant dans la partie précédente : par inégalité triangu-
laire, [2%| — |1] < |2% — 1], donc |1 — 22| = |22 — 1| = 72 — 1 > 0 vu 'hypothése faite sur r.

En passant & l'inverse, on obtient immédiatement |f(z)| < — T
ré —

(b) La question précédente prouve qu’on a alors |f(z)| qui tend vers 0 (encore un coup du
théoréme des gendarmes avec un module positif). Autrement dit, le point P se rapproche

de l'origine du repére.



