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Exercice 1 (*%*)

r — 2y 4+ 5z = 13
1.0 22 + 4y — b5z = -—12 Lo+ 2L1 — Ly
3xr — 2y - Z = 3 L3 +— 3L — L3
r — 2y + bz = 13
—8y + 15z = 38
-4y + 16z = 36 L3+ Ly —2L3
r — 2y + 5z = 13
-8y + 16z = 38
- 17z = =34

On remonte le systéme : z = 2, puis —8y = 38 — 152 = 8, donc y = —1, et enfin x = 1342y —5z = 1,
donc § = {(1; -1;2)}.

2y — z = 1 Ly < Ls
2.0 2z — 4y + 3z = -1
r 4+ y — 3z = —6
r + y — 3z = —6
—2x — 4y + 3z = -1 Lo+ 2L+ Lo
29 — z = 1
r + y - 3z = -6
-2y — 3z = -13
2y — z = 1 Ly Lo+ Lg
r + vy - 3z = -6
-2y — 3z = -13
—4z = —12

On remonte le systéme : z = 3, puis —2y = —134+32z = —4,doncy = 2, et enfin z = —6—y+32z = 1,
donc S = {(1;2;3)}.



Pour le troisiéme systéme, on peut tricher un peu et éviter de recourir au pivot : commencons par
soustraire les deux premiéres lignes : on obtient —x = 1, donc = —1. La derniére équation devient

3
alors 2y+2z = 3, soit y+2 = 3 En reportant dans la premiére équation, on a donc —1+—4t = 2, soit

3 3 3
t= 5 La deuxiéme équation nous donne la méme chose, on a donc S = { <—1; Y; 3~ Y; 2> |y € R}.

r + 2y + 3z — 2t = 6
4 2¢ — y — 2z — 3t = 8 Lo 201 — Lo
) 3r + 2y -z 4+ 2t = 4 L3 — 3L — L3
2¢ — 3y + 2z 4+ t = -8 Ly<+ 201 — Ly
(z + 2y + 3z — 2t = 6
5y + 8 — t = 4
4y + 10z — 8 = 14 L3 — 8Ly — L3
Ty + 4z — 5t = 20 Ly<+ 5Ly — Ly
z + 2y + 3z — 2t = 6
5y 4+ 8 — t = 4
36y + 54z = 18
18y + 36z = 0 Ly+ Ly —2L4
z + 2y + 3z — 2t = 6
5y + 8 — t = 4
36y + 54z = 18
— 18z = 18

Je me suis permis de ne pas triangulariser de fagon standard pour avoir des calculs un peu plus
simples. On obtient donc z = —1, puis 36y = 18 =54z =72, donc y = 2; —t =4 —5y — 8z = 2, donc
t=—2 etenfinz=6—-2y—3z+2t=1,donc S ={(1;2;—1;-2)}.

Le cinquiéme systéme est constitué de deux équations proportionnelles (on a L; = —2Lgy) donc
équivalentes. Tout ce qu’on peut faire est exprimer une inconnue en fonction des deux autres, par
exemple S = {(x;y; 2z +y — 1) | (2;y) € R?}.

r + 2y — 2z = a
6.¢ —2xr — 3y + 3z =D Lo <~ 2Ly + Lo
r + y - 2z = c Ly« Ly —Ls
r + 2y — z = a
Yy 4+ z = 2a+b
Yy + 2z = a-—c

Le systéme ne peut avoir de solution que si 2a+b = a — ¢, c’est-a-dire si a+b+c = 0. Dans ce cas, on
ay=2a+b—z,etx=a—-2y+z=—-3a—2b+3z,donc S ={(—3a—2b+3z;2a+b—z;2) | z € R}
Dans le cas contraire, S = ().



Exercice 2 (***)

Soit P(x) = ax® + bx? + cx + d un polynome de degré 3. Chacune des conditions imposées se
traduit sous forme d’équation linéaire sur les coefficients du polynome : P(1) =1 < a+b+c+d=1;
P(-1)=1< —a+b—c+d=1;et comme P'(z) =3azx> +2bx +c, P’(1)=13a+2b+c=1.
La différence des deux premiéres équations donne a + ¢ = 0, soit ¢ = —a, et la derniére équation

1
devient alors 2a + 2b = 1, soit b = 3~ a. Enfin, la somme des deux premiéres équations se traduit
1 1 1
parb+d=1,soitd=1—-b=a-+ 3 On a finalement § = {(a;2 —a;—a;a+ 2)} Un exemple

de polynome solution est obtenu en prenant a = 1, on a alors P(x) = 23 — 5:152 —x+ 5 La solution

n’est pas unique, il y a un polynome différent pour chaque valeur possible de a.

Méme principe, mais avec un polynome de degré 4, donc de la forme P(x) = az*+bx3+cx?+dx+e.
La premiére équation donne simplement e = 0, et les quatre autres se traduisent sous forme d’un
magnifique systéme :

a + b 4+ ¢ 4+ d =1
16a 4+ 8 + 4c¢ + 2d = 2 Lo« Lo — 214
8la + 27 4+ 9¢ + 3d = 3 L3+ L3 —3L4
| 256a + 64b + 16c + 4d = 4 Ly« Ly—414
(a + b 4+ ¢ + d 1
4a + 6b + 2 =0 Ly+ &
78a + 24b + 6c = 0 Ly+ %
[ 252a + 60b + 12c = 0 Ly« %
(o + b + ¢ + d =1
Ta + 3b + ¢ =0
13a + 4b + ¢ = 0 L3+ L3— Lo
2la + 5 + ¢ = 0 Ly Ly— Lo
(o + b + ¢ + d =1
Ta + 3b + ¢ =0
6a + b =0
( 14a + 20 =0
Les deux derniéres équations étant respectivement équivalentes & b = —6a et b = —7a, on en

déduit que a =0, puis b=0,c=0et d = 1. Il n'y a donc qu'un polynome vérifiant les conditions
imposées : P(x) = z (tout ¢a pour ¢a...).

Exercice 3 (**)

Notons a, b, ¢ et d les coefficients respectifs des mathématiques, des langues, du francais et
d’AEHSC. Le tableau de notes se traduit alors (en divisant tout par 10 pour avoir des coefficients
plus sympathiques) :

b + 2¢ + d = 31

a + b + ¢ + d = 30
b + ¢ + 2d = 29
26 + ¢ 4+ d = 28
1 1 1



Pas besoin d’utiliser le pivot pour résoudre un tel systéme : L1 — L3 donne ¢ — d = 2, soit d = ¢ — 2,
et L1 — Ly donne ¢ — b = 3, soit b = ¢ — 3. En reportant dans la premiére équation, on a donc
c—34+2c+c—2 =31, soit ¢ =9, dont on déduit que b=6 et d =7. Comme a+b+c+d = 30, on a
donc a = 8, et il ne reste plus qu’a vérifier que la derniére équation est bien satisfaite par ces valeurs
(ce qui est heureusement le cas). Les coefficients sont donc 8 pour les maths, 6 pour les langues, 9
pour le frangais et 7 pour TAEHSC.

Exercice 4 (***)

(1-m)x + 2y — z =0 L1+ Ls
1. -2z - B+m)y + 3z = 0
z + Yy - 2+m)z = 0
x + Y - 24+m)z = 0

-2z - B+m)y + 3z = 0 Lo+ 201+ Lo
(1 — m)x + 2y — z = 0 L3 — (1 — m)L1 — L3
(I—m)x + 2y = z =0
(-1—m)y — (14+2m)z =0

(—1-m)y + 1-1-m)2+m))z = 0

En soustrayant les deux derniéres équations, on obtient (1 — (1 — m)(2 +m) + 14 2m)z = 0, soit
(1—2—m+2m+m?+1+2m)z = (m?+3m)z =0.Sim # 0 et m # —3, on a donc z = 0. Ensuite,
on a alors y =0 si m # —1, puis x = 0. Il y a trois cas particuliers.

Pour m = 0, en gardant les deux premiéres équations du systéme triangulaire obtenu, on a

x + 2y — z =0
-y — z = 0

soit y = —z puis x = z — 2y = 3z, donc § = {(3z; —z;2) | z € R}.

Pour m = —3, en gardant ces mémes équations, on a :
d + 2y — 2z =0
29+ 5z = 0

5 1 3
soit y = —57 puis z = Z(Z —2y) = 2% done 8 = {(32;—322) | z € R}.

Enfin, quand m = —1, on a z = 0, c’est cette fois-ci la deuxiéme équation qui est toujours vérifiée,
et la premiére devient 2z + 2y — z = 0, soit z = —y, donc S = {(—y;y;0) | y € R}.

2{ 2mz + (m-1)y + (5-m)z = 0
(m—1)z + 2my + (m+T7)z = 0

Additionnons les deux équations, on obtient (3m — 1)z + (3m — 1)y + 2z = 0; soustrayons-les et on a
(m+1)z—(m+1)y—2(m+1)z =0. Si m # —1, la deuxiéme équation se simplifie en z —y —2z = 0,
donc 2z = x —y, et en reportant dans la premiére on a 3mx + (3m —2)y = 0. Si m # 0, on en déduit
2—-3m r—y 1—-3m _ _
yet z = 5= =y, et § = {(575" iy 5y |y € R}
Sim = —1, le systéme se réduit a 'équation —2z — 2y + 6z = 0, donc S = {(z; y; %(m +v)) | (z,y) €

R2}.

que T =



Enfin, si m = 0, les deux équations sont —y + 5z = 0, soit y = —5z, et —x + 7z = 0, soit x = 7z,
donc § = {(7z;—5z;2) | z € R}

Pour le troisiéme, quelques petites astuces de calcul évitent de trop se fatiguer :

mx + 2y + 3z = 3
3.9 (m—1zx + my + z = 1 Ly < Ly — L3
(m+lz + my + (m—1)z = m-—1 Ly« Lo+ L3
mx + 2y + 3z = 3
2x + (m—2)z = m-—2
2mx + 2my + mz = m

Si m # 0, on peut simplifier la derniére équation, puis faire Ly < L1 — L3 :

(m—2)x + 2z = 2
2z + (m—=2)z = m-—2
2x + 2y + z = 1

Reste & faire Ly < (m —2)Ly — 2L1, ce qui donne (m —2)2z — 4z = (m — 2)? — 4, soit m(m —4)z =
m(m —4). Si m # 4 (on a déja retiré la valeur 0), on a z = 1, d’ott on déduit x = 0, puis y = 0. La
seule solution est alors le triplet (0;0;1).

Dans le cas particulier m = 0, le systéme est :

2y 4+ 3z =
- + z = 1
x - 2z = -1

Les deux équations extrémes sont équivalentes et donnent z = z — 1, puis la premiére donne y =
3 3
3 " 5% donec S = {(z —1;3 — 32;2) | = e R}.

Dans le cas particulier m = 4, reprenons le systéme obtenu plus haut :

2z + 2z = 2
2x + 2z =
2t + 2y + =z =1

Onaalorsa::l—z,et2y:1—2x—z:—1—|—z,doncS:{(l—z;—%—i—%z;z)|z€R}.

Exercice 5 (***)

r — y + 22 + 3t + w = 3
r + vy + 2z + T 4+ 3w = 19 Lo+ Ly— 14
—r + 4y — 5z + 12t — 4w = 33 Ly« L1+ Ls
2c — 4y + 5z + i = —12 Ly 201 — Ly
dr — 3y + 4z + 11t + 9w = 15 Ly <+ 4L — L5
r — Yy + 22 + 3 + w = 3
2y + 4t 4+ 2w = 16
3y — 3z 4+ 16t — 3w = 36 Ls+ 3Ly — L3
2y — z 4+ 5 4+ 2w = 18
L -y 4+ 4z + t - bw = -3 Ls <+ 4L4+ L5



(2 — y + 2z + 3t
2y + 4t
3y
2y — z + 5t
Ty + 21t

r — y + 2z + 3t
14y
3y
2y — z + 5t
Ty + 21t

+oF

+ 4+t

w
2w
Yw
2w
3w

w
30w
Yw
2w
3w

16
18
18
69

3
60
18
18
69

L2 — 21L2 — 4L5

Plutét que de faire un dernier pivot, constatons que la troisiéme équation donne 3w = 6 — y, ce qui,
reporté dans la deuxiéme, permet d’obtenir 14y 4+ 10(6 — y) = 60, soit 4y = 0. On a donc y = 0, puis
3w=6doncw =2;21t =69—-3x2—7x0=63donct=3;2z=2x0+5x3+2x2—18 =1 et enfin
x =3+0—-2x1-3%x3—2 = —10. Le systéme admet donc une solution unique : § = {(—10;0;1; 3; 2)}.



