Feuilles d’exercices n°3 : Sommes, produits,
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Exercice 1 (*)

Exprimer a ’aide du symbole ¥ les expressions suivantes :

1. 4 =23 4244254 ... 4212

2 Sty 2y3 4 W0
2T o8 16 1024
a? a3 a™
3.9 =a+—+ — 4+ —
2 3 n

4. S4=2—-446—-8+---+50

Exercice 2 (** a **¥)

Calculer les sommes suivantes :

k=n k:n
1LY (2k+1) 4.
k=1 k=1
k=2009 k=n
2. > 3 5. k(2k* —1)
k=945 k=1
k=n k=18 1
3. (6K +4k+1) 6> =
k=1 k=1

Exercice 3 (**)

Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que Vk > 2

deik

Exercice 4 (**)

k=n
7. Z 32k

k=n

récurrences

8. Z2k+k2+2

k=1

9. Z 3k+1

c
+1°

En déduire la valeur

Il s’agit d’'une méthode alternative a celle du cours pour calculer la sommes des carrés d’entiers.

k=n
1. Soit n € N. Calculer Z (k + 1 Z 3.
k=1
k=n

2. En développant (k + 1)3, exprimer Z(k +1)% a 'aide de sommes classiques.

k=1

k=n
3. En comparant les deux calculs précédents, retrouver la valeur de Z k2.
k=1



Exercice 5 (***)

Calculer les sommes doubles suivantes :

Soodgy >0 gy > % S ofi—jlet > il

1<i,g<n I<isgsn I<isgsn 1<i,g<n 1<i,g<n

Exercice 6 (**)

Calculer les produits suivants :
k=n

1.2@(1—%) 2.@7;(1—%) 3. ] (6k - 3)

k=1

Exercice 7 (***)

Montrer par récurrence les propriétés suivantes :
1. Vn >4, 2" < n!
2.Vx20,VneN, (14+2)" > 1+ nz.

w

k=n
V=1 kxkl=(m+1) -1
k=1

n(n — 3)
—

4. Le nombre de diagonales dans un polygone a n cotés est

Exercice 8 (**)

Soit (uy) la suite définie par ug = 0 et Vn € R, tup4+1 = 3uy + 2. Calculer les premiers termes de la
suite, émettre une conjecture sur la valeur de u,,, puis la prouver par récurrence.

Exercice 9 (**)

1
Soit (u,) la suite définie par ug = 1 et Vn € N, upq1 = g(un + 4n + 6). Prouver que Vn € N,
1

n =2 —.
U n+3n

Exercice 10 (**%*)

Soit (u,) la suite définie par ug = u3 =0, uz =2 et Vn € N, w13 = 3upt2 — 3upt1 + uy. Calculer les
premiers termes de la suite, émettre une conjecture sur la valeur de u,, puis la prouver par récurrence.

Exercice 11 (**%*)

k=n
Le but de cet exercice est de calculer la somme S,, = Z(Qk +1)* de trois facons différentes.

k=0
1. Ecrire S,, sans utiliser de symbole somme. De combien de termes cette somme est-elle composée ?
2. Calculer S,, en développant (2k + 1)3.

k=n k=2n+1
3. On pose T, = Z(2k)3 et U, = Z k3. Expliquer pourquoi U,, = S, + T}, (4 I'aide d'une phrase
k=0 k=0

si vous n’arrivez pas a le faire par le calcul).
4. Calculer T, et U,,.
5. Retrouver la valeur de S, & l'aide des deux questions précédentes.

6. Prouver par récurrence que S, = (n + 1)%(2n? 4 4n + 1).



