Feuille d’exercices n"13 : corrigé
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Exercice 1 (*)

8 0 4 6 2
C’est du simple calcul, on obtient AB = -7 3 1 ;s AD = -9 2 ; BA =
—-10 1 -3 -8 -1
4 2 8 2 12 —2 8 0 1 7
(_74>;BC:<_4 9 _3>;CA: -3 14 ;etDBz(_lO ) _3>.
-1 -7
Exercice 2 (*)
0 0 1
OnaA?2=1| 1 0 0 | et A2 = I, puis les puissances de A sont périodiques, égales successi-
010
vement & A, A2 et I, ce qu’on peut écrire : Vk € N, A3 = [, A3k+1 = A ot A3K+2 = A2,

Exercice 3 (**)

Soit M = < z " > une matrice dans Msy(R), on calcule AM = ( vt2z y+2 ) et

t 3r+4z 3y+ 4t
2 4
MA=( " +3y 2r4dy . Pour que les deux matrices soient égales, il faut que leurs coefficients
z+3t 2z44t
soient égaux deux a deux, ce qui nous ameéne & résoudre le systéme
r 4+ 2z = x + 3y
y + 2t = 2x + 4y
3x 4+ 4z = =z + 3t
3y + 4t = 2z + 4t

. . 3 .
Les deux équations extrémes sont équivalentes a z = o4 et les deux du milieu se raménent alors a la

3
méme équation z+2z = t. Les solutions sont donc tous les quadruplets de la forme {x, Y, §y, x+ 2y},

ou x et y sont deux réels quelconques.

Exercice 4 (**)

a b ¢ a+2d b+2e c+2f
1. Soit donc une matrice B = d e f |.On aalors AB = 2a+d 2b+e 2c+ f
g h 1 d e f

Pour que la matrice AB soit nulle, il faut donc avoir d = e = f = 0, puisa = b = ¢ = 0.
Autrement dit, les deux premiéres lignes de B doivent étre nulles, et la troisiéme est quelconque.



2. D’aprés la question précédente, C' doit étre de la forme . Si on effectue le produit

o O O
> O O
. OO

0 0 0
C A pour une telle matrice, on obtient 0 0 0 |. Pour que ce produit soit
g+2h 2g+h+i O
0 0 0
nul, il faut donc avoir g = —2h et i = —2g — h = 3h, soit C = 0 0 0 |,leréelh
—2h h 3h
étant quelconque.
Exercice 5 (**)
02 3 4 0 0 4 12
_ |00 2 3 . s | 00 0 4
OnaA=I+Bavec B = 000 2 | Un calcul peu passionnant donne B~ = 000 0
00 00 00 0 O
00 0 8
3 00 00 . . L . N
B° = 00 0 o | Pus les puissances supérieures de B sont nulles. On a donc, via le bindéme
0000

k k
de Newton (les matrices B et I commutant bien entendu), A¥ = (B + I)¥ = ( >Ik' + < )Blkl +

0 1
<k>B2Ik—2+ <k>B3[k—3:I+kB+k(k_1) k(k_l)(k_2)
2 3 2 6

nuls), soit (attention les yeux) :

B? + B3 (les termes suivants étant

4
1 2k 3k+2k(k—1) 4k+6k(k—1)+ gkz(k: —1)(k-2)
Ak -1 0 1 2k 3k +2k(k—1)
0 0 1 2k
0 0 0 1
1 20 210 1540
0 1 20 210
10 _
Notamment, A" = 00 1 20
0 0 0 1
Exercice 6 (***)
0 a a 0 0 O
On calcule (pour changer) A + 1 = 1 00 |;(A+1)? = 0 a a |,etla
-1 0 0 0 —a —a
puissance suivante est bien nulle. Autrement dit, A = B — I, ot B est une matrice nilpotente.
E(k—1
On peut donc utiliser Newton : A¥ = (B — I)¥ = (=I)* + kB(-1)*! + (2)32(—I)k2 =
k(k—1
(—1)k <I — kB + (2)B2>, soit encore
1 —ka —ka
k(k—1 k(k—1
AF = (—1)k -k 1+ (2 )a ((2 )a
k(k—1) k(k—1)
k ——y o 1-— —G



Exercice 7 (***)

On procéde naturellement par récurrence. Cherchons donc & prouver la propriété Py : il existe un

1 0 0
réel que lon notera ay, tel que la matrice A* soit de la forme A = | 2a;, 1—2a;  2as . Pour
ag —ag ar + 1
1 0 0
k=1,enposant a; =3,onabien A=| 2x3 1—-2x3 2x3 |, doncla propriété P; est véri-
3 -3 3+1
1 0 0
fice. Supposons désormais que P, est vérifice, alors AF1 = AxAF = | 6 —4a, —5+4a, 6 — 4ay

3—2ak —3+2ak 4—2ak
Si on appelle ayq le réel défini par ay; = 3 — 2ay, A¥T! vérifie bien la propriété demandée puisque
1 0 0
AL = [ 2% (3—2a;) 1—-2(3—2ax) 2(3—2ax) |.La propriété Py, est donc vérifiée, donc
3—2ak —(3—26%) 3—26Lk+1
par le principe de récurrence, P, est vrai pour tout entier k > 1.

Ne reste plus qu’a calculer la valeur de a. La suite (ay) est arithmético-géométrique d’équation
caractéristique z = 3— 2z, dont la solution est z = 1. On introduit donc la suite auxiliaire by, = ag—1,
qui vérifie byp1 = ag41 —1 = (3 —2a;) — 1 = 2 — 2a, = —2(ap, — 1) = —2b;. La suite (b) est
donc une suite géométrique de raison —2. Par ailleurs, son deuxiéme terme est by = 2 puisque
ap = 3, donc by = —(—2)¥ et ap = 1 — (—2)*. La matrice A* peu donc s’écrire sous la forme

1 0 0
Ab = 2x (1 -(-2)F) 1-2x(1—-(=2)%) 2x(1-(=2)%
1—(=2)k (—2)F -1 2 — (—2)F

Exercice 8 (***)

6 -3 -3 -18 9 9
1. On commence par un peu de calcul : A2 =| -8 6 2 et A3 = 44 —18 —26
2 -3 1 26 9 7

Il est désormais facile de vérifier I’'égalité demandée.

2. On va bien siir procéder par récurrence. Notons Py, la propriété « Il existe deux réels ay, et b, tels
que AF = a, A2 + b, A ». Pour une fois on initialise la récurrence pour k = 2 : Py est bien vérifiée
en posant as = 1 et by = 0 (on a bien A% =1 x A2 +0 x A). Supposons P¥ vérifiée, on a alors
ARl = Ax AF = Ax (akAz—l—bkA) = akA3+bkA2 = ak(GA—AQ)—I—bkAZ = (bk—ak)A2+6akA,
qui est bien de la forme demandée, ce qui achéve la récurrence.

3. D’aprés la question précédente, on a les relations suivantes : api1 = bx — ag et b1 = 6ag. On

a donc by, = 6ag_1 ce qui donne en remplacant dans la premiére relation agy1; = —ay + 6ag_1,
récurrence linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique 22 + & — 6 = 0, dont le discriminant
-14+5 -1-5

vaut A = 1 4 24 = 25, et admet donc deux racines r = = —-3. On

a donc ay, = a2k + B(—3)*, avec ay = 4o+ 98 = 1 et a3 = 8a — 278 = —1. En multipliant la

premiére équation par 2 et en lui retranchant la deuxiéme, on obtient 4538 = 3, soit 8 =

Ba

1—-9 1-323 1 ok—1 _ (_3)k-1 ok—2 _ (_g)k—2

puis a = 4ﬂ: 45:1—0.Onad0ncak: é ) ,et by =6 x (=3) .
6ap — 2b, —3ap +br, —3ap + bk

4. On se contentera d’écrire AF = —8ay, + 6by  6ar — 2b,  2ar — 4b sans préciser les

2a;, —4b,  —3ap + by ap + 3bg
valeurs. Pour k£ = 1, on obtient avec les formules de la question précédente a; = 0 et by = 1,
ce qui donne A =0 x A2+ 1 x A, ce qui est indiscutablement vrai. Et pour k£ = 0, on obtient



1 1
ag = 5 et by = 5’ et 1a ¢a ne marche plus...

Exercice 9 (***)

00 0
00 0
2 0 0

2. On peut appliquer la formule du binome de Newton, les matrices I et A commutant : B" =
n

1. On obtient aisément A? = , puis A% = 0.

—1
(A+2Dm =" (Z) Ak@nnF = 120" + nAQRD" + ”(”2),421"2 =" +n2" 1A+
k=1
2" 0 0
n(n —1)2"3A?. Autrement dit, B" = n2" 2" 0
n(n —1)2"=2 p2n-t v
Qn
3. On peut en fait, en notant X,, = bn |, écrire la relation de récurrence sous la forme
Cn

Xn+1 = BX,,, dont on déduit facilement (une petite récurrence) que X,, = B" Xy, autrement
dit a, = 2"ag; by, = n2"ag + 2"bg et ¢, = n(n — 1)2" 2ag + n2""1by + 2"co.

Exercice 10 (**%*)

1. C’est trés simple, mais faisons-le de maniére formelle pour nous échauffer avant la suite. En

n n n
fait, on a Tr(A) = Z ag;. Ici, il suffit de constater que Z Aaj; = )\Z ;-
i=1 i=1 i=1
n n

2. Pas de difficulté non plus, Tr(A + B) = Z(a” +bi;) = Z ai; + Z bi; = Tr(A) + Tr(B).
i=1

=1 =1

n n
3. Un peu plus rigolo : Tr(AB) = Z AB;;, avec ABy; = Z a;rbgi, donc Tr(AB) = Z a;1bki.
i=1 k=1 1<i,k<n
De la méme fagon, on a Tr(BA) = Z b;rai. Je vous laisse vous convaincre que les deux
1<i,k<n
sommes sont égales.

4. Si une telle égalité était vérifiee, on aurait Tr(AB — BA) = Tr(I) = n. Mais d’aprés les
questions précédentes, Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0, ce n’est donc pas possible.

Exercice 11 (***)

1—4a+6a>  2a—3a? 2a — 3a®
1. Calculons M? = 2a — 3a? 1 —4a+6a®> 2a—3a® . Le réel ap doit donc a la
2a — 3a* 2a — 3a? 1 — 4a + 6a?

fois vérifier 1 — 4ag + 6a,3 = 1— 2ag et 2a9 — 3a% = ag. La premiére équation se rameéne a

1
Ga% — 2a9 = 0, soit 2ap(3ap — 1) = 0, et a donc pour solutions 0 et —. La deuxiéme équation
ayant les mémes solutions, il y a bien une solution non nulle égale a 3 Dans ce cas, tous les

1
coeflicients de M,, sont égaux a 3



2 1 1
31 2
2. On a donc @} = —=~ = —= |. Pour avoir M, = P + a@, on doit avoir, pour les
% 31 2
3 3 3 .
coefficients de la diagonale, 1 — 2a = 3 + ga, et pour les autres coefficients a = = — ga. Les

deux équations donnent a = 1 — 3a. On en déduit que M, = P + (1 — 3a)Q.
3. On a déja vu que P? = P; on calcule que Q* = Q, PQ =0 et QP = 0.

4. On a M? = (P + aQ)? = P2+ aPQ + aQP + o?Q? = P + oQ. Par une récurrence facile
(ou l'application directe de la formule du binome de Newton), on obtient Mf = P+ a*FQ :
c’est donc vrai pour k = 2, et en le supposant vrai pour un certain entier k, on aura M(f*l =
Mo x MF = (P+aQ)(P+a*Q) = P2 +a*PQ+ aQP + a*1Q? = P+ o**1Q, ce qui achéve
la récurrence.



