Feuille d’exercices n"23 : Espaces vectoriels
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Exercice 1 (*)

Déterminer parmi les ensembles suivants lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R? : A =
{(@y) |z <y}t;s B=A(z,y) |2y =0}; C ={(z,y) [z =y}; D ={(z,y) [ s +y = 1};
E={(z,y) | 2z — 6y = 0}.

Exercice 2 (**)

On se place dans 'ensemble E des fonctions C*° de R dans R (il s’agit bien d’un espace vectoriel).
Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de E 7

e fonctions paires

e fonctions admettant un minimum global

e fonctions vérifiant Vo € R, f(27) = f(x?)

e fonctions admettant une tangente horizontale en x =5

e fonctions veérifiant f”(z) = 3f'(z) — 2f(x)

e fonctions admettant en +o0o une branche parabolique de direction (Oy).

Exercice 3 (**)

Parmi les familles suivantes de vecteurs de R3, déterminer lesquelles sont libres, et lesquelles sont
génératrices.
e x=(2,1,3);y=(0,—1,—1) et z=(2,—1,1)
° (111)ety-(20, —2)
e x=(1,-1,-2);y=1(2,3,1)
= ( )

1)et z=(-1,-1,2)
1,0,2); y = (~1,3,—1

t
;2=1(2,1,1) et w=(3,2,-1).

Exercice 4 (*)

On se place dans un espace vectoriel de dimension 3 dont une base est (1, z2,23). La famille
(x1 + mo, 2 + x3, 23 + x1) est-elle une base de E 7 Et la famille (21,21 + z2,21 + 2 + x3) ?

Exercice 5 (***)

On considére les fonctions ey, e, e3 et ey définies sur RT* par e1(z) = z, ea(z) = 22, e3(z) = zlnz
et eq(r) = 22Inx. On note E l'espace vectoriel engendré par ces quatre fonctions.



1. On suppose dans cette question que a, b, ¢ et d sont 4 réels tels que Vo € R, ax + bz +
cxlnz + dz?Inz = 0. Montrer que a + b = 0.

b
2. Etablir que Vx > 1, e 4+ —+ € 4+ d = 0. En déduire que d = 0.
xlnx Ilnz =z
. . a Inx L
3. Etablir ensuite que Vo € R™* — + b+ c—— = 0. En déduire que b = 0.
T T

4. Montrer finalement que a =b=c=d = 0.

5. En déduire que (eq, e, e3,€4) est une famille libre, puis que c’est une base de E.

Exercice 6 (***)

1 0 0O 00 0 1
1, . . L 0100 | , 1 0 00O
On considére les matrices suivantes de My(R) : I = 0010l J = 0100 |
00 01 0010
01 00 0 01 0
0 01 0 0 00 1 , .  a e
K = 000 1 et L = 1000 | On note E l'ensemble des matrices M s’écrivant
1 0 00O 01 00

sous la forme M = al + bJ + cK + dL, avec a, b, ¢, d € R*.
1. Montrer que E est un espace vectoriel.

Montrer que la famille (I, J, K, L) est libre.

Donner la dimension de E.

Montrer, en les calculant explicitement, que J2, K2, L?, J3 et L3 appartiennent a E.

DA

En déduire, sans aucun calcul matriciel, que JK, KJ, KL, LK, JL et LJ appartiennent aussi
akb.

6. Etablir enfin que le produit de deux matrices de E est encore une matrice de E.

Exercice 7 (**)

Donner la matrice (dans les bases canoniques a chaque fois) des applications linéaires suivantes,
ainsi que leur noyau et leur image :

uw:R3 =R (2,9)— (z+y,y—22+2)

w:R3 =R (2,9,2) = (z4+y, 242,y +2)
u:R3[X] > RY P (P(1),P(2),P(3), P(4))
u: Ma(R) = Ma(R) M—AM —MA

. .. (-1 0
ouonaposeA-( 1 _1)

Exercice 8 (*)

1
Soit p ’'endomorphisme de R? défini par p(z,y) = g(m + 2y, 2z + 4y). Déterminer le noyau et

I'image de p et montrer que p? = p.



Exercice 9 (***)

16 4 —4
Soit A= —-18 —4 5 et u ’endomorphisme représenté par A dans la base canonique de
30 8 -7

R3.
1. Déterminer une base de Ker(u).

2. Montrer que 1 et 4 sont des valeurs propres de u, et déterminer les vecteurs propres correspon-
dants.

3. En déduire que u est diagonalisable, et préciser une base dans laquelle la matrice de u est
diagonale.

4. Déterminer la matrice de passage P de la base canonique & la base définie a la question
précédente. Montrer que P est inversible et calculer P!,

Exercice 10 (**%*)

Soit E l'espace vectoriel des suites bornées et f l’endomorphisme de E qui, & une suite (uy)
associe la suite (vy,) définie par Vn € N, v,, = t, 41 — uy,. Déterminer les valeurs propres de f (et les
vecteurs propres correspondants).

Exercice 11 (EDHEC 2001) (***)

Soit E' un espace vectoriel réel, et B = (e1, e2,e3) une base de E. Soit a un réel non nul et f,
I’endomorphisme de E, défini par f,(e2) =0, fu(e1) = fa(es) = aer + e — aes.
1. (a) Ecrire la matrice A, de f, dans la base B et calculer A2.
(b) Montrer que si A, X = AX, avec X € E et A € R, alors A = 0.
(c) Ag est-elle inversible 7
2. On pose u; = aey + eo — aes.

(a) Montrer que B = (uy, es, e3) est une base de E.

o O o

0 1
(b) Vérifier que la matrice de f, dans la base B’ est K = | 0 0
0 0

Dans la suite, on cherche a caractériser les endomorphismes g de E tels que go g = f,.

3. On suppose qu'un tel endomorphisme g existe et on note M sa matrice dans B’'.

(a) Expliquer pourquoi M? = K puis montrer que MK = KM.

(b) Déduire de ces deux relations que M = , x, y et z étant 3 réels tels que

rzz=1

4. Réciproquement, vérifier que tout endomorphisme g dont la matrice dans B’ est du type ci-
dessus est solution de go g = f,.



Exercice 12 (EM Lyon 2010) (**%*)

Partie I : Un endomorphisme de l’espace vectoriel des matrices symétriques
d’ordre 2.

: . (0 2 (10 /01
e Dans 'espace vectoriel My (R), onnoteA—<2 3),F—(0 O)’G_(l 0>et

0 0
Hf01.

e On note S 'ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre 2.

1. Calculer les produits AFA, AGA, AHA.

2. Montrer que Sy est un sous-espace vectoriel de Ms(R) et que (F, G, H) est une base de Sy. En
déduire la dimension de Ss.

3. On note u l'application qui & chaque matrice S de Sy, associe la matrice u(S) = ASA.
(a) Montrer que VS € S, u(95) € Ss.
(b) Montrer que u est un endomorphisme de ’espace vectoriel Ss.

(c) Donner la matrice de u dans la base (F, G, H) de S.

Partie II : Diagonalisation d’une matrice carrée d’ordre 3.

1 00 0 0 4 -4 0 0
Onnotedésormais: =1 0 1 0 |, M= 0 4 6 |etD= 0 1 O
0 01 4 12 9 0 0 16

1. On note v I'’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est M. Vérifier que —4,
1, 16 sont valeurs propres de v et déterminer, pour chacune de celles-ci, les vecteurs propres
associés. En déduire une base dans laquelle la matrice de v est diagonale.

2. Déterminer la matrice de passage P entre la base cacnonique et la base construite & la question
précédente. Calculer la matrice D = P~IMP.

3. Veérifier que (D + 4I)(D — I)(D — 161I) est la matrice nulle.
4. En déduire que M3 = 13M? 4+ 52M — 641.

5. Etablir que u? = 13u? + 52u — 64e, o e désigne I'application identité de Sy et ot u est
I’application définie dans la premiére partie.



