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Exercice 1 (*)

On se place dans R et on considére les ensembles A = [4;7]; B ={z € R| || < 5}, et C =N.
Donner 'expression la plus simple possible pour chacun des ensembles suivants : AU B; ANC;

R\B; AnC; (AUB)NC; AU(BNC); An(BUO).

Exercice 2 (* si vous n’avez pas tout oublié sur les quadrilatéres)

Cet exercice vous rappelera de (bons?) souvenirs de géométrie du collége. On note @) 'ensemble
du quadrilatére du plan, A I’ensemble des quadrilatéres ayant un angle droit, P I’ensemble des
parallélogrammes, T' ’ensemble des trapézes, C' 'ensemble des carrées, R I’ensemble des rectangles,
et L ’ensemble des losanges.

Parmi tous ces ensembles, déterminer qui est inclus dans qui, puis déterminer ce que valent les
ensembles ANL, ANP et LNR.

Exercice 3 (***)

Soient A et B deux sous-ensembles d’un méme ensemble E. On appelle différénce symétrique de

A et de B I'ensemble noté AAB et défini par AAB = (A\B) U (B\A).

1. Montrer qu’on a également AAB = (AU B)\(AN B).
Montrer que la différence symétrique est associative (c’est-a-dire que (AAB)AC = AA(BACQ)).
Montrer que, si A, B et C sont trois sous-ensembles de E, AN (BAC) = (ANB)A(ANC).
Montrer que, ’ensemble A étant fixé, il existe un unique ensemble B tel que AAB = ().

Montrer de méme qu’il existe un unique B tel que AAB = E.
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Plus généralement, montrer que, quel que soit le sous-ensemble X de F, il existe un unique B
tel que AAB = X (en terme plus savant, 'application B +— AAB est une bijection de P(E)
dans lui-méme).

Exercice 4 (*%*)

Déterminer pour chacune des applications suivantes si elle est injective, surjective ou bijective
(ou rien du tout!) de N dans N :
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Exercice 5 (* pour la premiére moitié, pour la deuxiéme)

Soit f la fonction inverse. Déterminer f([2;4]); f(]0;2]); f([—1;5]), ainsi que les images réci-
proques de ces trois intervalles par f.
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. Déterminer son ensemble de définition et étudier
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Soit g la fonction définie par g(z) =

rapidement g (vous avez le droit de dériver...). Déterminer g([—1;1]); g([=6;—3[); g~ (] — 00;1]);
-1
g~ ([0;1)).

Exercice 6 (***)
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1. Soit y € R. Déterminer en fonction de y le nombre d’antécédents de y et leur valeur quand il

Soit f : R — R définie par f(z)

y en a.

2. L’application f est-elle injective 7 Surjective ? Bijective 7

3. Montrer que Vx € [-1;1], f(z) € [-1;1]. La restriction de f : [-1;1] — [—1;1] est-elle
bijective 7

Exercice 7 (**)

Pour chacune des applications suivantes, données avec leur ensemble de départ E et leur ensemble
d’arrivée F', déterminer si elles sont injectives, surjectives, bijectives (tous les moyens sont bons,
dérivation comprise) :
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1. f(z) = e E=F=R.
g(x)=23+2x -2, E=F=R.

() =Va?—x—2, E =] —o0;—1]U[2;+o0[, F = Ry.

(r)= 242 B=R\[1}, F=R\(3).
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Exercice 8 (***%)

Soit f : E — FE une application telle que fo fo f = f. Montrer que f est injective si et seulement
si elle est surjective (démontrer chaque implication séparément). Quelle est alors sa réciproque ?

Exercice 9 (** a #¥#xk)

Un ensemble est F est dit dénombrable s’il existe une application f : EN bijective. Comme
trouver une application bijective est parfois délicat, on pourra admettre le théoréme suivant : tout
ensemble infini F pour lequel il existe une application injective de E dans N est dénombrable.

1. Montrer que I’ensemble des entiers pairs est dénombrable.

Montrer que Z est dénombrable.

Montrer que N? est dénombrable.

Montrer que Q est dénombrable.

Montrer que R n’est pas dénombrable (c’est ¢a qui vaut une difficulté de ****%*),

Montrer qu’il existe une bijection de |0; 1] dans R.
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Montrer qu'’il y a « autant de points » dans une droite que dans un demi-cercle (autrement dit
qu'il existe une bijection de 'un vers 'autre).



