Feuille d’exercices n"14 : corrigé
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22 mars 2011

Exercice 1 (*)
e La fonction f; est définie et dérivable sur R*, de dérivée fi(z) =1In(z) +1—1 = In(z)xz. On
peut dresser pour f; le tableau de variations suivant (rappelons que la limite de zIn(z) en 0

est égale a 0, c’est de la croissance comparée) :
z |0 1 +00

+00
fil0 /
\_1

On peut méme remarquer, une fois qu’on connait le théoréme du prolongement C', que lin% fi(z) =
T—r

—00, ce qui induit la présence d’une tangente verticale a la fonction fi en 0 (ou plutét a son
prolongement par continuité). Mais comme les allures des courbes n’étaient pas demandées
dans cet exercice, ¢a ne nous sert pas a grand chose.

e La fonction fo est définie sur | — oo;1], dérivable sur | — oo; 1[, de dérivée fi(z) = 1 —z+

-1 2(1 —x) — 2—-3
( 7) @ = 3: On en déduit le tableau de variations suivant :

T X = = .
2vV1—=x 2vV1—=x V1—=x
;U J—

00 1

; /’\o

—Oo0

‘ DI |

P

Comme prévu, la fonction fo n’est pas dérivable en 1, puisque la dérivée y a pour limite —oo.
il y aura donc une tangente verticale a la courbe en ce point.

e La fonction f3 est définie et dérivable sur R*, et comme f3(x) = 2*™™®) ona f}(z) = (2In(x)+
2)e” In(z) La fonction est prolongeable par continuité en 0 puisque lirr%) e2rIn(r) = 0 = 1, mais
T—r
elle n’y est pas dérivable (on a une tangente verticale). Elle admet par ailleurs un minimum
2

1 1
lorsque In(z) + 1 = 0, soit z = e~! = =, de valeur f <—> =e ..
€ €

z |0 1 +00

[ +OO
f3 1 /
\6_%

e La fonction fj est définie (et dérivable) lorsque 3z + 2z > 0, soit x(3z + 2) > 0, c’est-a-dire

6 2
[U]O; +o0[, sa dérivée est égale a fj(x) = %, qui est du signe de 6x+2 sur
x x

sur } —00; —3



2
I’ensemble de définition de f4, autrement dit négative sur } —00; -3 [ et positive sur ]0; +o00].

T | —oo —% 0 +o00
+o0 +o00

I

e La fonction f5 est définie et dérivable sur R, de dérivée fi(x) = (322 — 1)6903_”0. Cette dérivée
1 1 _

1 1 2
s’annule pour x = £——, et on a par exemple f <—> =e3V3 VB=¢ V3

V3 V3

T T
T | = ~ 73 400
+o00
f 7 /
5 ev3
0 / \6_%

2z —2)(2 —2(x? -2
e La fonction fg est définie et dérivable sur R\ {—g}, de dérivée fi(x) = (22 = 2)(22 _(‘_25)4_ 5)g$ z+3) =
x

4o + 62 —10 — 222 +42 -6  2(x® 45z —8) ) L
= . Le numérateur a pour discriminant A =
(2x +5)2 (2x + 5)?
25 + 32 = 57, il s’annule en deux valeurs qu’on n’a vraiment pas envie de préciser (et on a en-

core moins envie de calculer leurs images). On peut toutefois facilement se convaincre qu’elles

sont placées de part et d’autre de la valeur interdite —5

x —00 T —g ) +00

+o0 +00
fo /J(xl) \f(xz)/
\

e La fonction f7 est définie et dérivable sur R, de dérivée fi(z) = (=2 — 2(1 — 22))e™%* =
4(x — 1)e™2%. Elle a pour limite 0 en +oo en utilisant la croissance comparée.

T | —00 1 ~+o00

400

N,

2

1 1
e La fonction fg est définie et dérivable lorsque In(z) # —1, c’est-a~dire sur }O; - [ U } —; 400 [,
e e

1 1-1 1
de dérivée f{(z) = ?lilx()w ;_+ 2 = (i (;1)(1) e La fonction est par ailleurs prolongeable par

1
continuité en 0, et y admet méme une tangente horizontale puisque f'(z) ~ m, qui tend
xT—r ni(x

vers 0 en 0.

z |0 % 1 +00
+oo\ /+oo
fs | O 1
\_OO
. . . . In(z +1) - 25
e Lafonction fg est définie et dérivable sur |—1; 0[U]0; +o0], de dérivée f§(z) = =

(In(z +1))?



(x4+1)In(z+1) —=
(x4 1)(In(z + 1))?
continuité en —1, mais n’y est pas dérivable (elle y admet une tangente verticale), mais est
aussi prolongeable par continuité en 0 car elle y a pour limite 1 (c’est 'équivalent classique

. Les plus courageux constateront que la fonction est prolongeable par

1
de In(z 4+ 1) en 0), et y est méme dérivable car la limite de f/(x) vaut 3 quand z tend vers 0

(n’essayez pas de faire le calcul, ¢a nécessite du développement limité). Quant aux variations,
on les obtient en étudiant le signe de (x + 1)In(z 4+ 1) — =, qui n’est malheureusement pas
évident, mais tout a fait trouvable en dérivant & nouveau ce numérateur (la dérivée donne
In(z + 1), donc ledit numérateur est décroissant sur | — 1;0[ et croissant ensuite, admettant
pour minimum 0 quand z = 0). La fonction fy est donc croissante sur chacun de ses deux
intervalles de définition.

z | —1 0 +00
+oo

/

fo 1)1

On ne peut pas vraiment utiliser de formules pour calculer cette dérivée. Constatons simplement
que fio n’est pas continue en n si n est un entier (relatif), donc pas dérivable non plus. Par
contre, sur l'intervalle |n;n + 1, on a fip(x) = = x n, donc f{y(xz) = n. Autrement dit, la
dérivée fi, coincide avec la fonction partie entiére sur son ensemble de définition R\Z. Faire
un tableau de variations n’a pas grand sens ici.

La fonction fi; est dérivable sur R*, de dérivée f1;(z) =2x+2siz <0, et fi;(z) =22 — 2 si
x > 0. Les limites a droite et & gauche en 0 n’étant pas égales, la fonction n’y est pas dérivable
(mais elle y admet deux demi-tangentes de pentes respectives 2 et —2. On peut aussi constater
que la fonction est paire.

x —00 —1 0 1 +o00

hn \_1 /O\_l/

La fonction f19 est définie et dérivable sur R, et fio(z) = 6(49”2_1)1“3, donc f{y = 8ln(3)xe(4x2_1) In3
ce qui ne pose guére de probléme d’étude de signe. La fonction est accessoirement paire.
T —00 0 400

400 +00
f12 \ /
1
3

La fonction fi3 est définie et dérivable sauf lorsque son dénominateur s’annule. Or, 2z% —

322 + o = (222 — 3z + 1), le discriminant de la parenthése vaut A = 9 — 8 = 1, elle admet

3—-1 1 3+1 1
deux racines x; = 4 =3 et x9 = % = 1, donc Dy, = R\{0; 3 1}. En notant D le

dénominateur de la fonction, sa dérivée est donnée par
. (3z% + 4z — 1)(22% — 322 + z) — (622 — 62 + 1)(2® + 222 — 2 + 3)
fis(z) = 3
62° — 2* — 1123 + 722 — 2 — 62° — 62* + 1723 — 2622 + 192 — 3
D2

—72% + 623 — 1922 + 18z — 3
D2
On peut arréter le calcul, on ne saura évidemment pas étudier le signe de la dérivée (pour les

1 1
curieux, elle s’annule deux fois, une fois entre 0 et > I’autre entre 5 et 1).



1 Vae®
T

e La fonction fi4 est définie et dérivable sur R, de dérivée fi,(z) = —=In(z)e” + —— +
x

2\/x
1 242zl r
Valn(z)e® = (Inz) + 2—1\—/_95 n(@))e . La fonction est prolongeable par continuité en 0 (limite
x

nulle par croissance comparée), mais n’y est pas dérivable (encore une tangente verticale). Le

signe de la dérivée est le méme que celui de In(z)+2+2z In(z), qui a pour dérivée —+21In(x)—1,
T

1 2 2x-1
et pour dérivée seconde —— + — = ——— et la dérivée admet un minimum en 5 de valeur

2 2
x x x
4—21In(2) > 0. Conclusion : f{, est strictement croissante, ayant pour limites —oco en 0 et 400
en 400, elle s’annule pour une valeur qu’on ne sait pas calculer.

z |0 Q +00

o e

e La fonction fi5 est définie sur Ry, dérivable sur R, de dérivée fi5(z) =
(z+3)Vx
(x+41)2
23:%) La fonction est en fait dérivable en 0 (de dérivée nulle), et strictement croissante sur R
(je me dispense du tableau de variations).

(e +1) -2z
(x4 1)2 N

(pour le calcul de dérivée, il peut étre efficace d’écrire le numérateur sous la forme

e La plus facile du lot : f16 n’est définie nulle part (le trindme sous la racine a pour discriminant

A =9 —20 = —11, il est toujours négatif), il n’y a donc rien a faire!
21
e La fonction fi7 est définie et dérivable sur RY | et fi7(z) = e®)? donc fiz(x) = n(z) ein@))?,
x
T 0 1 ~+o00

400 400
fi7 \ /
1

e La fonction fig est définie sur R puisque 1 + |z| > 1, et dérivable sur R*. Sa dérivée vaut

-1 1
() = = lorsque z < 0, et fiq(x) =
fis(@) -2 =z-1 q fis(@) T+ 1
dérivable en 0 mais y admet deux demi-tangentes de pentes respectives —1 et 1. La fonction

est par ailleurs paire.

lorsque z > 0. La fonction n’est pas

x —00 0 +00

400 400
fis \ /
0

Exercice 2 (*)

e La fonction f est évidemment définie et dérivable sur R, de dérivée f'(z) = 2z — 3. La tangente
en 0 a pour équation y = f'(0)z + f(0) = —3z + 1; la tangente en 1 a pour équation y =
fM(xz—=1)+f(1)=—=(x—1)—1= —z; celle en —2 a pour équation y = (x —2) -1 =2z — 1,
et enfin celle en v/3 a pour équation y = (2v/3 — 3)(z — v/3) +4—3v/3 = (2V/3 - 3)z — 2.

1 1 1
e La fonction g est définie sur [57 +oo |, de dérivée ¢'(z) = T et n’est pas dérivable en 5
x J—



Les seules tangentes existantes parmi celles demandées sont doncen 1:y=1x(z—1)+1 = z;

NS S —_ L V3 -1
etenﬁ.y—m( \/§)+ 2v/3 -1 5 =1 + 2\/7_1.

La fonction h est définie et dérivable sur | — 3;4o00[, de dérivée A/ (z) = In(z + 3) + ——. La
x

tangente en 0 a pour équation y = In(3)x; celle en 1 a pour équation y = <ln(4) + Z) (z —

1 1
1) +1n(4) = <ln(4) + Z) e celle en —2 a pour équation y = (0 —2)(x +2) +0 = —2z —4;
V3
+V3

enfin celle en /3 a pour équation y = <ln(3 +3) +

V3 3
(ln(3+\/§)++—\/§>$—3+\/§.

La fonction i est définie et dérivable sur R (puisque 2% + 1 est toujours strictement positif),

2
2
+ vV + 1> e’ = Le“":. On obtient donc en 0 une tangente

VT
d’équationy:2x+13en1’y_j§($ 1)+ 26_\/_ \/_ ij/g(:n+2)+\e/§:
6

5¢V3
2f/_ 1\7/_ et en /3, y— 5 (x \/§)+2€\/§_5\[ +(2- 5\/7 ev3.
e

Le dénominateur de j s’annulant en 0 (et nulle part ailleurs car il est crmssant) la fonction j est
22(x 4+ In(x + 1)) — 22(1 + SL‘+1) B
(x + In(x + 1))2 B

>($—\/§)+\/§ln(3+\/§):

(7

de dérivée i’ (z) =

sen —2,y =

définie et dérivable sur | —1; 0[U]0; 400, de dérivée j'(x) =
22+ 2xIn(x + 1) — le
(x 4+ In(z + 1))2
1+2mn2-3 1 14+4In2 3+6In2
11227 (””_1)+1+1n2:2(1+1n2)2“+ 211 m2)2’
3+2V3In(1+v3) - Hf(:U /3 + 3 _3VBH (623 I+ V)

(V3 +In(1 +/3))? VBAm(1++v3)  (1+v3)(V3+In(l+ Va2

— In(1
?1\/; \/éf(—l\_/;ﬁ) (nl(—l—_‘\_/%/)?; (simplification & 'utilité douteuse, je vous ai épargné les étapes
n

de ce calcul pénible). En —2, la tangente ne peut évidemment pas exister, mais les courageux

peuvent faire des petits calculs en 0 : en utilisant 1’équivalent classique pour In(1+x), z+In(z+

(L’2

1) St o(x) ~ 2z, donc j(x) et wiale En particulier, il_)moj(a:) = 0, on peut donc
prolonger la fonction j par continuité en 0. On peut alors s’intéresser & ce qui se passe pour
2 2 2 2
2 — 2 1 1
_ Tt 2@ +o@)) = (a7 + o(z)) ~ —, donc limj’(z) = =. Le
2—0 (2z + o(x))? 42 2 2—0 2

théoréme du prolongement C' permet donc d’affirmer que la fonction prolongée est dérivable

. on peut évidemment calculer I’équation de la tangente en 1 : y =

et en \/§ ol ’équation est y =

la dérivée : j'(z)

en 0, et que 5/(0) = 3 Il y a donc en 0 une tangente d’équation y = 53:

Exercice 3 (** & ***)

Etude de la fonction f

La fonction f est définie si  +1 > 0 donc Dy =| — 1;+o00[. Comme lirrb\/ilnm = 0 (par
z—

croissance comparée), lim1 f(x) = 0. La fonction f est donc prolongeable par continuité en —1 en
T——

posant f(—1) =0.



f(z) _ Vz+1ln(x +1) _ VXInX In X

bien sar i _ ¢ ~ t

On a bien stir x_l)ﬁr_loof(:n) +00, € . . X-1 1% vx en posan

X =z + 1, donc ligrrl M = 0, et la courbe représentative de f admet en +oo une branche
r—+o00 T

parabolique de direction (Ox).
_In(z+1)  Vr+1l In(z+1)+2

La fonction f est dérivable sur | — 1; +o00], de dérivée f'(x) = =
! ] [ J'@) 2V +1 r+1 2V +1
1
Cette dérivée s’annule quand In(x + 1) = —2, donc quand =z 4+ 1 = —, soit z = — — 1. De plus,
e e
comme f’ est continue sur | — 1; +00[ et que que lim1 f'(z) = —o0 (pas de forme indéterminée ici, le
T——
numérateur tend vers —oo et le dénominateur vers 0), en appliquant le théoréme du prolongement
1 -2
C', on obtient une tangente verticale a la courbe en —1. Enfin, f <—2 — 1> =+Ve2lne? = =,
e e
d’ou le tableau de variations suivant pour f :
T
xz |1 ——1 +00
P
f'(@) - 0  +
+00
fla) |0 /
\ 9
P
La courbe représentative de f a l’allure suivante :
3 .
2 4
1 4
0 1 1 1
-1 0 1 2 3
2
_1 €
Etude de la fonction ¢
La fonction g est définie si 22 — 1 > 0, donc Dy =] — 00; —1] U [1; +00].
2 1
On obtient sans difficulté lim g(xr) = +oo. Ensuite, 9(z) S R A I
T—+00 x x x

/ 1
Sixz > 1, on a donc M =1+4/1— —, dont la limite vaut 2 en +ooc. Il reste donc a calculer
x x

6



1 z(l-% -1 1
g(x) — 2z = x ( 1- = — 1> = (-1 = — . Ce dernier quotient tend

2
v Ji-&+1 a(1-%+1)
vers 0 en 400, il y a donc une asymptote oblique d’équation y = 2x. C’est plus rapide en —oo :

(2) 2?2 — (22 1) 1

xTr) = =

g T+ vVx2—1 T+ V2 -1
0.

asymptote a la courbe en —

, quotient qui tend vers 0 en —oco. L’axe des abscisses est donc

2z
La fonction g est a priori dérivable sur | — oo; —1[ et sur ]1; +ool, de dérivée ¢'(z) = 1+ —= =
1+ ———. Cette dérivée est manifestement positive sur |1;+oc[. De plus, on a Vo < —1, 2 >

Va2 -1

22 —1>0,donc —x > 22 —1>0, dou < —1. On en déduit que ¢'(x) < 0 sur | —oo; —1].

2

4 —1
Enfin, on constate que les limites de ¢’ en —1 et en 1 sont respectivement égales & —oo et a 400,
d’ott Pexistence de deux tangentes verticales en ces points via le théoréme de prolongement C'.

Finalement, on a le tableau de variations suivant :

T —00 -1 1 +00

La courbe qui va avec, avec tangente et asymptote (ou plutot demi-asymptote pour ne pas surcharger
le graphique) en noir :

Etude de la fonction h

La fonction h est définie si e?* — e® 4+ 1 > 0. Posons donc P(X) = X? — X + 1. Ce polynome a

pour discriminant A =1 —4 = —3, il est donc toujours positif. Puisque h(z) = P(e®), on en déduit
que Dy, = R.
Comme lim e?** —e® +1=1,0na lim h(x) = 0, d'ott existence d’une asymptote horizontale
T—r—00 Tr—r—00
h
en —oo. De l'autre co6té, lim e?* —e® +1 = +oo, donc lim h(xz) = +oo. De plus, ﬂ =
T——00 T—+00 x

In(e®*(1 —e @ +e 2 20 4 In(l —e ™ 42 In(l—e @ e 2

(™ + ) = + In( + ) =2+ ( i ) Le quotient tendant

x x W) x
vers 0 (son numeérateur tend déja vers 0), on a lilf Mo _ 2. Enfin, en réutilisant le calcul précédent
=400 I

h(z) — 22 = In(1 — e~ + e72%) tend vers 0, donc il y a en +o00 une asymptote oblique d’équation
Yy = 2.



2e% —e”  e"(2e" — 1)
2T _eT 1] - e2r _ et 11’
(cf calcul du domaine de définition pour le dénominateur) sauf 2e* — 1 qui change de signe quand

1 1 1
e’ = 2 donc quand = —In2. Comme h(—1n2) = In(e 22 —e~M2 1 1) = In <Z ~3 + 1> = lng,

on obtient le tableau de variations suivant :

La fonction h est dérivable sur R, de dérivée h/'(z) = Tout est positif

xr |—00 —1In(2) +o0
f'(z) - 0 +
+00
fl@) | 0 ~ /
ln%
Et la courbe, bien entendu :
4,,
3,,
2,,
—_— O o
-4 -3 -2 0 1 2 3 4
_l €

Etude de la fonction i

La fonction i est définie quand 222 — 52 — 3 # 0. Ce trindme a pour discriminant A = 25 +

5-7 1 547 1
24 = 49, et admet pour racines x; = 4 = "3 et xo = % = 3, donc Dy = }—oo;—i[u

1
}—5;3[@3; +o0.
Un léger accés de paresse nous pousse d ne pas déterminer le signe de toutes les limites en -3 et en
3 : bornons-nous a constater que le dénominateur tend vers 0 et le numérateur respectivement vers
11 1- 1t

— et 1, donc il y a des limites infinies en 5 75 3~ et 37. Nous obtiendrons leur signe a 1’aide

des variations de i. Pour les branches infinies, pour une fois c’est rapide : i(x) ~ — =

donc une asymptote horizontale en —oco et en +oo.

Ne reste plus qu’a avoir le courage de calculer la dérivée (définie sur le méme ensemble que i) :
o) - (2z — 3)(22% — 50 — 3) — (4z — 5)(z® — 3z + 1)

222 — 5r — 3)2
42 —102? — 6z — 627 + 150 4+ 9 — 4a® + 1227 — 4z + 52® — 15045
N (222 — bx — 3)?
2?10z + 14
(222 — 5z — 3)2
10 — v/44
Le numérateur a pour discriminant A = 100 — 56 = 44, et admet deux racines r3 = —— =5 —

2
V1l et 4 = 5+ +/11. Il faut bien stir pour achever le tableau de variations calculer les valeurs de i en



(5-VI?-36-vVI)+1 36—10VI1—-15+3VI1+1 22-7/11 _
205 —VI1)2 = 5(5 —11) =3 72 —20V/11 — 254511 —3 44— 1511
(G+VI)? =36+ VI)+1  364+10v/11-15-3VI1+1 224 7/11
25+ V11)2 =5(5+V11) —3  72+20V/11 —25 —5/11 —3 44+ 15\/11

0.48. Cela donc un tableau du genre :

x3 et xq @ i(x3) =

0.21; et de méme i(z4) =

T —00 —% T3 3 T4 +00
f(x) — - 0 + + 0 -
+o0 +00 i(z4)
1 Y1
f() B \ i(z3) / 5
— 0 —00

Et la courbe, bien entendu (le minimum local en x4 est peu visible car trés trés proche de 'asymptote,
ce dont on pouvait se douter d’ailleurs au vu de sa valeur) :

| | | | | |

4 5 6 7 8 9 10 11 12

Etude de la fonction k

. no Inz
Ecrivons plutét k(z) = e's" . La fonction k est définie sur R% . Comme de plus 1im+— = —00
z—0T X

(nonm, il n’y a pas de forme indéterminée), on a lim+k‘(3:) = 0 et on peut prolonger k par continuité
z—0
en posant k(0) = 0.

. Inz ) .
Comme lim —— = 0 (croissance comparée), lim k(z) = 1, d’ou la présence d’une asymptote
r—+o0 I Tr——+00

horizontale en +o00.

1-— IHIE Inz .
e = . Cette dérivée s’annule lorsque

La fonction k est dérivable sur RY , de dérivée k'(z) =

2
x
1
Inz =1, c’est-a-dire pour x = e, valeur ot k admet pour maximum ee ~ 1.44. Ne reste qu’a essayer
—ln:E Inz 1 ln:L' Inz
de calculer la limite de k' en 0, ce qui n’est pas évident : k'(z) ~ €@ = o <—> e .
x nr \ «

x z—0 x
et limok’ (r) = 0. En appliquant le théoréme de prolongement C', k est dérivable en 0, et la courbe
T—

2
Inx . o Inx Inz
Comme — tend vers —oo quand x tend vers 0, on a par croissance comparée lim ( — | e = =0

y admet une tangente horizontale. Le tableau de variations :



T 0 e 400
f(z)|0 + 0 -
ee
@) / S~ )
0

Et une fois de plus, la courbe :

Etude de la fonction /
La fonction [ est définie sur R\{—1;1}.

[(z)

En +o00, la limite de [ comme celle de —= sont égales & +o0o par croissance comparée, il y a donc
x

de ce coté une branche parabolique de direction (Oy). En —oo, toujours par croissance comparée, [
tend vers 0, 'axe des abscisses est asymptote horizontale. Enfin, le numérateur de [ étant toujours
strictement positif, on obtient lim [(z) = lim [(z) = +oco et lim I(z) = lim [(z) = —oc0.

—-1- z—1t z——171 z—1—

z——1

2 2 (2 1) =2 2x
La fonction [ est dérivable sur son ensemble de définition, et I'(z) = e*(z ) — 2we =

@217
2e%% (22 —x — 1) L . L
2 1)2 . Le trindme au numérateur a pour discriminant A = 1+ 4 = 5, et admet pour
"L' p—
1—/5 1+5 4el=V5
racines x1 = V5 et g = +\/_. On calcule péniblement [(z1) = 2672\/5 ~ —0.47 et
4614—\/3
[(x9) = ———= ~ 15.7. Voila le dernier tableau da variations de l'exercice :
2+2V5
T |—o0 -1 T 1 T2 400
f'(x) + + 0 — — 0 +
/—l—oo +00 +00
fla) | 0 PN l(a2)
—00 —0

Et la derniére courbe (ouf!) :

10



20T

15+

10+

Exercice 4 (*%*)

1. La fonction f est dérivable sur R, de dérivée f'(x) = 302* — 602> + 3022 = 302%(2% — 22 +1) =
3022(z — 1)2. La fonction f est donc strictement croissante sur R, donc bijective. Comme de
plus lim f(z) = —ocoet lim f(z)= 400, la fonction est bijective de R dans R.

T——00 T——+00

2. D’apres le théoréme de la bijection, la fonction g a méme sens de variation que f, elle est donc
strictement croissante sur R.

3. La fonction g n’est pas dérivable en y si f/(f~!(y)) = 0. Comme f’ s’annule en 0 et en 1, et
que f(0) =1et f(1) =2, g est dérivable partout sauf en 1 et en 2.

4. Les tangentes sont en noir épais, et I’axe de symétrie y = x en moins épais, la courbe de f en
rouge et celle de g en bleu :

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
N
|
W

____________________________________________________

Rt L ETEEE
w

Exercice 5 (**)

1. Lafonction f est définie sur R car son dénominateur, étant somme de deux nombres strictement
positifs, ne risque pas de s’annuler. Elle est également dérivable sur R, de dérivée f'(z) =

11



T —x\2 T —x\2 2x —2z 2x —2z
— (e — 2 — -2 4
(" +e™™)? = (" —eT)? M4 24 e - (M —24e7H) . Cette dérivée

(em + e—m)2 - (ex + e—m)2 (ex + e—m)
xT
étant positive, f est strictement croissante sur R. De plus, f(z) ~ € —1donc lim flx) =
+oo e* —+00
oz
1;et f(z) ~ ¢ _ —1,donc lim f(x) = —1. On peut également utiliser le fait que la
r——00 e~ % T——00
fonction f est impaire pour éviter I'un des deux calculs. En tout cas, f est bien bijective de R
dans | — 1;1].
2. Via le théoréme de la bigection, on peut directement affirmer que f~! sera une bijection
strictement croissante de | — 1;1[ dans R.
3. Il suffit de résoudre I’équation f(x) = 0, qui se raméne a e* = ¢~ % donc x = —z, soit x = 0.
1 4
On en déduit que (f~1)(0) = ——. Or, f'(0) = ——— = 1, donc (f~1(0) = 1. La
ave (F1Y0) = - On F0) = G (F1(0)

valeur de (f~1)'(1) n’a évidemment aucun sens puisque la fonction f~! n’est pas définie & cet

endroit-1a. Imaginons que I’énoncé nous ait plutét demandé de calculer (f~1) <%> Le calcul

d’antécédent se raméne a 2(e” —e™%) = ¥ + e %, soit €¥ — 3e”* = 0. En posant X = €”, on

a donc X — % =0, d'ott X2 = 3 et donc X = /3 (X peut difficilement étre négatif), soit
4 3 1 4

/ _ _ 3 _ B
z = In(v3). Or, f/(In(v3)) = EEmnE Ax 2= 3, done (f71) <§> -3

4. On peut effectuer le méme calcul que précédemment. Soit y €] — 1;1[, f(z) =y < e* —e ¥ =
y(e® +e "), soit e*(1 —y) —e *(1+y) =0, ce qui, avec le méme changement de variable qu’a

la question précédente, donne X2 = 1—y Notons que cette expression est bien strictement

1+y

positive quand y €] — 1; 1], et qu’on obtient comme seule solution valide X = , Soit

r=In(X)= %ln(l +y) — %ln(l — 7). On a donc f~1(y) = %ln(l +y) — %ln(l —y). Autant

1 1 1 1
dériver imméatement cette expression pour obtenir (f~1)(y) = 5 % T+ + 5 X T,
1 1-— 1 1

— X yrity _ 5 Pour les plus curieux, sachez que la fonction f ~1 est connue par
2 (1+y)(l-y) 1-y

les mathématiciens sous le doux nom d’Argth (pour Argument tangente hyperbolique).

Exercice 6 (***)

1. La fonction g, est définie et dérivable sur Ry, de dérivée g}, (z) = ne® —e® —ze® = (n—1—1x)e”.
Cette dérivée s’annule pour z = n — 1, et la fonction g, est donc strictement croissante sur
[0;n — 1] et strictement décroissante sur [n — 1;+oco[. Elle admet un maximum de valeur
gh(n—1)=(n—(n—1))e" ' —n=e""! —n. De plus, g,(0) =0 et mll)rfoogn(x) = —00.

2. Une simple lecture du tableau de variations permet de constater que g, s’annule une fois
entre n — 1 et +00. Comme g,(n — 1) > 0 (g est strictement croissante entre 0 et n — 1) et

gn(n) = —n < 0, le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer que a,, €|n — 1;n|.

n n

E_ ~ =1

~Y
et —10 x ’
on a lir% fn(x) = 0, ce qui assure la continuité de f, en 0. La fonction est donc continue sur
Tr—r

3. La fonction f, est continue sans difficulté sur |0; +oc[, et comme de plus

[0; +o0].
. R na" (e — 1) — 2"e”
4. Encore une fois, le seul probléme se pose en 0. On a Vz > 0, f/ (z) = ((ew — 1))2 =
n—1 n—1
fﬂ(misml(;). Comme f'(z) ¥ xig;n(m) ~ 2" 3g,(x), on en déduit facilement que, si n > 3,
er — x
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lirrbfr’L(aj) = 0. Pour n = 2, c’est plus compliqué : on a e” = z+1+o0(x) (en utilisant I'équivalent
T—

classique pour e*—1), donc ga(z) = (2—x)(1+x+0(z))—2 = z—22+0(x), et fo(x) ~ 271w = 1.

Finalement, en utilisant le théoréme de prolongement C, la fonction f,, est toujours dérivable,
et f5(0) = 1, ce qui donne une tangente d’équation y = x; f;,(0) = 0 dés que n > 3 (on a alors
une tangente horizontale).

5. La dérivée f] s’annulant quand g¢,, s’annule, il y a donc toujours pour f,, un maximum atteint
en r = a,. La limite de f,, quand x tend vers +oc vaut 0 par croissance comparée.

n n

a
6. Calculons : f,(a,) = " —. Or, comme gy, (a,) =0, e’ = et e —1= —-1=
ean — 1 n—ap n—an
a n—an)an
" . On en déduit que f,,(a,) = (n = an)ay = (n—ap)a™ L.
n—ap G
P — "
7. On a fp(z) — fo(x) = — 71 Siz > 1, 2P > 2" et la courbe représentative de f, est située
e p—
au-dessus de celle de f,. Si x < 1, c’est le contraire. Les courbes passent toutes par le point de
1
coordonnées <1, —>
e—1

8. Les deux courbes ressemblent a ceci, avec la courbe de fo en rouge (et sa tangente initiale en
noir) et celle de f3 en bleu (difficile de placer précisément les maxima a la main puisqu’on ne
connait que trés approximativement la valeur de ay,) :

2,,
1,,
0 ‘ | | | |
0 1 2 3 4 5
_1,,
Exercice 7 (** a *%*%*)
: oo 1 X . 1 .
e La fonction f est définie et de classe C* sur R*. De plus, comme lim x4+ — = —occ et lim x +
1 z—0~ x z—07F
— = 400, on a lim f(z) = 0 et lim f(z) = 4o00. La fonction f est donc prolongeable
x z—0~ xz—07F
1
par contiinuité & gauche en 0 en posant f(0) = 0. Par ailleurs, f/(z) = <1 - = e“’”%,
x
qui donne une belle forme indéterminée en 0—. Mais on peut toujours écrire que f'(x) =
1 1 1
1— = )e%er ~ ——ex (le terme e tendant vers 1). En posant X = — (X tendra donc
22 a—0- 22 x

vers —oo quand z tend vers 07), on obtient donc f(z) ~ —X?2eX qui a pour limite 0 par
croissance comparée. On en déduit que lim f/(x) = 0, et d’aprés le théoréme de prolongement
z—0—

C', la fonction f prolongée en 0 y est donc dérivable a gauche, avec f;(O) = 0 (demi-tangente
horizontale & gauche).
e La fonction g est définie et de classe C! sur R*, puisque I'expression a I'intérieur du In est

1 1 1
toujours strictement positive. En 0, on peut écrire In <1 + —2> =In— +In(z?+1) ~ In —5, et
x x x
par croissance comparée, on en déduit que lir% g(z) = 0 (ceux qui ont pensé utiliser I’équivalent
T—>

classique de In(14truc) ont écrit des bétises). On peut donc prolonger la fonction par continuité

13



_ 2

1 £
en posant g(0) = 0. La dérivée de la fonction g est ¢'(z) = 2z1n <1 + —2> + 22 x . +x31 =
x 22
xT

1 2z
2z In <1 + —2> R Le premier terme a pour limite 0 en 0 (méme argument de croissance
T T

comparée que tout a I'heure), et le deuxiéme tend aussi vers 0 (aucun probléme pour celui-13).
On a donc lirrb g (z) = 0 et, en appliquant le théoréme de prolongement C', on peut affirmer
Tr—r

que la fonction g prolongée en 0 y est dérivable, et que ¢’(0) = 0 (tangente horizontale en 0).
e La fonction h est définie sur Ry et de classe Cl sur R% . Pas de prolongement a faire, h est

définie en 0 (et h(0) = 0). Comme I’ (z) =

X

5 \/_ ¥ a pour limite 400 en 0 (pas de forme

indéterminée, le premier terme tend simplement vers 400 et le deuxiéme vers 0), la fonction h
n’est pas dérivable en 0, mais y admet une tangente verticale.

e La fonction i est définie sur | — 1;1][, a priori de classe C! sur | — 1; 1[. Encore une fois, pas de
—2z

rolongement, i(—1) = (1) = 0. De plus, 4’ —V1—-22+(1—=x = —V1—2%—
prolong (=1) =i(1) plus, 7' (z) = (1-2) 77— i
21 —x) 1—x . L
= —v1—2%2 — 2,/ ——. Le premier terme tend évidemment vers 0 en —1
(1—-2)(1+x) 1+z
et en 1, mais le deuxiéme tend vers 0 en 1 et vers —oo en —1. La fonction ¢ est donc dérivable
en 1, avec f/(1) = 0, mais pas en —1, ou elle admet une tangente verticale.

e La fonction j est définie sur | — oo; —1] U [0; +o0], de classe C* sur | — oo; —1[U]0; +oo], et de
. . 1+ 2:13) x .
dérivée j'(z Va4 a2 + ————= 2(1+20) = vz + 22+ (1 + 2z),/——. Cette expression a une
J'(x) = e 20\ 15 P

limite nulle en 0 et infinie en —1, la fonction j est donc dérivable en 0 (et j/(0) = 0) mais
admet une tangente verticale en —1. Les plus malins auront bien str remarqué que les calculs
étaient extrémement similaires a ceux effectués pour la fonction .

e La fonction k est définie et de classe C' sur R* (le dénominateur s’annule uniquement lorsque

x\/x
x = 0). De plus, I'équivalent classique e —1 ~ x permet d’obtenir que k(z) ~ i =/,
z—0 z—0 X

donc k est prolongeable par continuité en 0 en posant k(0) = 0. Ca tombe bien, ¢’est justement
ce qui est fait dans lenonce Calculons donc la dérivée, en écrivant pour simplifier z\/x sous

\/_( —1) —xyze®  Jx(3e” — 3 — 2ze”)

la forme 22 DK (z) = . Or, 3(e” — 1) — 2ze” =

(er —1)2 B 2(e* —1)2
3
2 1
3(z+o(z)) —2x(1+0(1)) = 2+ o(x), donc K'(z) o ;—;2 = N La dérivée ayant une limite

infinie en 0, la fonction y admet une tangente verticale. Les plus malins auront remarqué cette

fois-ci que la fois, qui est équivalente en 0 & \/z, a une dérivée équivalente & ——, ce qui
2y/x

devrait les pousser & se poser la question suivante : aurait-on par hasard le droit de dériver

des équivalents 7 La réponse est « Vous n’avez pas de théoréme a ce sujet a votre programme,
donc ne le faites pas ».

Exercice 8 (*)

1. C’est une évidence, la fonction est un produit de fonctions usuelles définies et C*° sur R.

2. Calculons donc : f'(z) = e *—(z—1)e™® = 2—x)e *; f'(x) = —e "= (2—x)e " = (x—3)e™*;
fO(z) =e® —(z—3)e ™ = (4 — x)e~®. Normalement, ¢a devrait étre suffisant pour deviner
la forme générale des dérivées, qu’on peut écrire sous la forme f(z) = (—=1)"(z —n — 1)e™®
(le (—1)™ servant a prendre en compte les changements de signe.

3. Prouvons donc par récurrence la propriété P, : f(z) = (=1)*(z —n —1)e™®. Pour n = 0, la
propriété Py stipule que f© () = (x —1)e™*, ce qui est vrai. Supposons donc la propriété P,
vérifice, alors f(t1)(z) = (f™)(z) = (=1)"e™* — (=1)"(z —n — 1)e® = ((-1)"(z —n —
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D+ (-DMe?=(-1)""(z-—n—-1-1)e%=(-1)""(z — (n+1) - 1)e™?, ce qui prouve
P,+1. La formule est donc vraie pour tout entier naturel n.

Exercice 9 (**)

1. La fonction f est bien sir continue et dérivable sur |0;1[. De plus, lirrb Inx = —o0, donc
Tr—r
-1
lim f(x) = 0. La fonction f est donc continue en 0. Sa dérivée sur 0; 1] vaut f'(z) = —.
20 z(lnx)?

Cette dérivée est continue sur |0; 1], et a pour limite —oo en 0 car lirrb r(Inx)? = 0 par croissance
T—r

comparée. D’aprés le théoréme du prolongement C', il y aura donc une tangente verticale en
0. Notons au passage que f’ est négative sur ]0; 1[, et que f est donc strictement décroissante
sur cet intervalle.
nx
2. Dérivons donc une deuxiéme fois f sur ]0;1[ : la dérivée de x(Inx)? est (Inz)? + x x 2—= =
x

(Inx)? +2Inz Inz+2

Inz)? + 2Inx, donc f"(z) = = . Sur ]0;1], Inx est négatif, donc
(Inz)" + (@) 22 (lnx)* 2?(lnx)3 10 1] &
1
——— < 0 et f” est de signe opposé a celui de Inz + 2, qui s’annule quand Inz = —2,
22(Inx)3
c’est-a-dire x = e72 = — . La fonction f est donc convexe sur |0, e~2] et concave sur [e721].
e
1 1
3. On vient de voir que f” s’annulait pour x = e=2. Comme f(e~2) = ) =3 et f'(e7?) =
n(e
-1 62 . - . , _9 1 N
——— = ——, le point d’inflexion a pour coordonnées (e “;—= |, et la tangente a la
e 2(—2)2 4 2
. ) . e oy 1 e? 1
courbe en ce point a pour équation y = —Z(az —e %) — 5= T

4. Voici une allure de la courbe, avec la tangente calculée ci-dessus tracée en noir :

Exercice 10 (***)

Etude de la fonction f

Comme 1 + 22 est toujours strictement positif, la fonction f est définie sur R et y est C> par
théorémes généraux. On peut également constater que la fonction est paire.

In(2x?
On a sans difficulté lim f(z) = 400, et comme /() < n(22”) lim @)

, = 0 par croissance
T—+00 x T T—+00 I

15



comparée. La courbe représentative de f admet donc une branche parabolique de direction (Ox) en
+00. Méme conclusion en —oo en utilisant la parité ou en effectuant des calculs trés similaires.

2z

= R donc f est décroissante sur R_ et croissante sur
x

2(x2 + 1) — 2z(27) _

Etudions désormais les variations : f’(x)

R, atteignant en 0 un minimum de valeur f(0) = In(1) = 0. De plus, f”(x) =

(IIT2 + 1)2
2(1 — 1'2) . . 9s :
m. La fonction f a donc deux points d’inflection pour z = 1 et z = —1, de hauteur f(1) =
2 —2
f(—=1) =1n(2) et dont les tangentes ont pour pentes respectives f'(1) = 5= let f'(—1) = 5 = —1.

La fonction f est convexe sur [—1;1] (sa dérivée seconde est alors positive), et concave sur | — oo; —1]
et sur [1;+oo[. Voici une allure de la courbe (courbe en rouge, tangentes intéressantes en noir) :

Etude de la fonction ¢

La fonction g est définie sur R\{1} et y est C* par théorémes généraux.

Ona lim ers = 1, donc lim g¢(x) = 400 puis lim 9(x) =2etenfin lim g(x) —2z=-2.11
Tr—+00 Tr—+00 r—4+oc0 X Tr—+00

y a donc en +o00 une asymptote oblique d’équation y = 2x — 2. Cette asymptote est d’ailleurs tout
aussi valable en —oo par des calculs similaires. Pour les plus pressés, signalons d’ailleurs qu’on peut
en 400 comme en —oo écrire eT-7 = 1+ o(1), donc g(z) = 2z — 2 + o(1), ce qui régle tout de suite
la question de I'asymptote.

Du coté de 1 c’est plus compliqué : lim = 400, ce dont on déduit lim g(z) = +o0. Il y a

z—1-1—x z—1-
donc une asymptote verticale d’équation x = 1. Mais par ailleurs xli)1111+1 i - = —o00, ce dont on
déduit cette fois que xl;nﬁg(m) =2 —3 = —1. La fonction g est donc prolongeable « par continuité &
droite » en posant g(1) = —1.
Dérivons désormais : ¢'(z) = ﬁeﬁ +2, qui a le bon gout de toujours étre positif. La fonction
est donc croissante sur chacun de ses deux intervalles de définition. De plus, ¢’ a pour limite 2 en —17
(on a toujours xllggr =2 —o00 et, par croissance comparée, Xl—i>I£looX 2eX =0, donc la composition

des limites nous donne une limite nulle pour le premier morceau). Il y aura donc une demi-tangente

a droite de pente 2 en notre point prolongé par continuité a droite.
2 1 1 3—z 1
Enfin, ¢’ (z) = + el-e = —_ei-=. ]l y a donc un point d’inflexion pour
70 = (o o) = g Iy P b
1

1 T2 1
r =3, et g(3) = €7 +3 = NG +3;4(3) = % +2 = e + 2. La fonction f est convexe sur

] —o0; —1[ et sur [3; +o0] et concave sur [1;3] (le dénominateur changeant de signe pour x = 1). Avec
tout ca, on doit pouvoir tracer une courbe ressemblant & la suivante :
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Etude de la fonction h

La fonction h est définie sur [—1; 1] et C*° sur | —1; 1] par théorémes généraux. De plus, la fonction
est impaire.
Pas de limites & calculer, bornons-nous a remarquer que h(—1) = h(1) = 0.
-2z 201 —2%) —22 1-2?
2v/1 — 2?2 2v/1 — a2 V1I—22
1 2 2 2 2 1 1 2 1
pourx:—zietw:—i.Oncalculeh £ :£ l1——=—%eth —£ ——.
V2 2 2 2 2 2 2 2 2

Constatons au passage que les limites de A’ en —1 et en 1 sont infinies puisque le numérateur de
I tend vers —2 et le dénominateur vers 0, il y a donc des tangentes verticales en —1 et en 1.

On ah(zx) =vV1—22+zx

Il y a donc deux extrema

, —doVT—2? - (1-20) x 5722 _4p(1—o?) +a(1—227) 2% -3¢
De plus, h'(z) = 5 = . = - =
I—u (1— o2} (1— o2}

r(22? -3

%. Cette dérivée seconde ne s’annule que pour z = 0 (car h n’est définie que sur [—1;1],
1—2°)2

intervalle ot 222 — 3 est toujours négatif), point d’inflexion pour lequel on a h(0) = 0 et A'(0) = 1,

et on obtient le tableau de variations complet suivant :

V2 V2
h"(z) + + 0 - _
W(x) |-00 — 0 + 1 + 0 - -
T
2
ho|o 0/ T~ 0
2
h convexe ‘ concave
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Etude de la fonction i
La fonction ¢ est bien str définie sur |0; +oo[, et y est C*° par théorémes généraux.

La limite de i quand x tend vers 0 est —oo (non, il n’y a pas de forme indéterminée), il y a donc une
asymptote verticale d’équation x = 0. Par croissance comparée, lirf i(z) =0, donc il y a également
T—r+00

une asymptote horizontale (I’axe des abscisses) en +o0.

2 —(21 —-1-21
Comme #'(z) = ( 1;95 +3) = 5 nxj la fonction ¢ admet un maximum en r = e~
x x

(NI

1

=7
1 -2z —2x(—1—-21 41

de valeur i <%> = (2 x (—3) + 3)y/e = 2y/e. De plus, i"(z) = z x($4 nz) = ;x

La fonction admet donc un point d’inflexion pour z =1, et i(1) = 3; i’(1) = —1. La fonction 7 est

concave sur ]0; 1] et convexe sur [1;+oo[, avec une courbe ressemblant & ceci :
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