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Exercice 1 (*)

On a donc P (X = 1) = P (Y = 1) = p et P (X = 0) = P (Y = 0) = 1 − p. On en déduit la loi
suivante pour (U, V ) (pas vraiment d’autre méthode que de procéder au cas pas cas, sachant qu’il
n’y a que quatre possibilités) :

U\V −1 0 1 P (U = i)

0 0 (1− p)2 0 (1− p)2

1 p(1− p) 0 p(1− p) 2p(1− p)

2 0 p2 0 p2

P (V = j) p(1− p) p2 + (1− p)2 p(1− p)

Les deux variables ne sont manifestement pas indépendantes : on a par exemple P ((U = 0) ∩ (V =
1)) = 0, alors que P (U = 0)× P (V = 1) 6= 0.

Exercice 2 (**)

Le mieux si on ne veut pas se perdre dans le remplissage du tableau est encore d’écrire tous les
rangements possibles, au nombre de 27, et de compter. Sinon, on s’en sort sans : si N = 0, on a
nécessairement X = 1 puisqu’on a alors une chaussette dans chaque tiroir, et cela se produit avec

probabilité
6

27
(six rangements possibles, on peut permuter les chaussettes). Si N = 1, soit X = 0

avec probabilité
6

27
(trois cas avec une chaussette dans le deuxième tiroir et deux dans le troisième,

trois autres cas où c’est le contraire), soit X = 1 avec probabilité
6

27
(deux choix pour le tiroir où

caser les deux chaussettes restantes, et trois choix de chaussette à mettre dans le premier tiroir), soit

enfin X = 2 avec probabilité
6

27
(essentiellement le même raisonnement que le cas précédent). Enfin,

si N = 2, on a trois cas (il faut choisir le tiroir qui accueille les trois chaussettes), un pour lequel
X = 3 et deux pour lesquels X = 0.

X\N 0 1 2 P (X = i)

0 0 6
27

2
27

8
27

1 6
27

6
27 0 12

27

2 0 6
27 0 6

27

3 0 0 1
27

1
27

P (N = j) 6
27

18
27

3
27

Encore une fois, les deux variables ne sont pas du tout indépendantes.
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Exercice 3 (**)

On a P ((X = i)∩(Y = j)) =
1

in
si j 6 i, et 0 sinon (le numéro de la boule est toujours inférieur à

celui de l’urne). En appliquant la formule des probabilités totales au système complet d’évènements

(Y = j), on a donc P (X = i) =

i∑
j=1

1

in
= i × 1

in
=

1

n
. C’est sans surprise une loi uniforme,

d’espérance
n + 1

2
. Quand à Y , on a P (Y = j) =

n∑
i=j

1

in
et E(Y ) =

n∑
j=1

j
n∑

i=j

1

in
=

n∑
i=1

i∑
j=1

j

in
=

n∑
i=1

1

in

i(i + 1)

2
=

n∑
i=1

i + 1

2n
=

n(n + 1)

4n
+

1

2
=

n + 3

4
.

Exercice 4 (***)

1. On doit avoir
n∑

i=1

n∑
j=1

P ((X = i) ∩ (Y = j)) = 1, c’est-à-dire 1 =
n∑

i=1

n∑
j=1

aij = a
n∑

i=1

i
n∑

j=1

j =

a
n2(n + 1)2

4
, donc a =

4

n2(n + 1)2
.

2. Via la formule des probabilités totales, P (X = i) =

n∑
j=1

P ((X = i) ∩ (Y = j)) = ai

n∑
j=1

j =

ai
n(n + 1)

2
=

2i

n(n + 1)
. Et donc E(X) =

n∑
i=1

2i2

n(n + 1)
=

2n(n + 1)(2n + 1)

6n(n + 1)
=

2n + 1

3
.

3. La loi de Y est la même que celle de X puisqu’obtenue par le même calcul.

4. On vérifie que P (X = i)× P (Y = j) =
2i

n(n + 1)
× 2j

n(n + 1)
=

4

n2(n + 1)2
ij = aij = P ((X =

i) ∩ (Y = j)). Les deux variables sont donc indépendantes.

5. On a P (X = Y ) =
n∑

i=1

P ((X = i) ∩ (Y = i)) =
n∑

i=1

4i2

n2(n + 1)2
=

4n(n + 1)(2n + 1)

6n2(n + 1)2
=

2(2n + 1)

3n(n + 1)
.

6. Comme souvent avec un max, il faut passer par la fonction de répartition. On a ∀k ∈ {1; . . . ;n},

∀x ∈ [k; k + 1[, FX(x) = FY (x) =

k∑
i=1

2i

n(n + 1)
=

k(k + 1)

n(n + 1)
. On a donc ∀k ∈ {1; . . . ;n},

∀x ∈ [k; k + 1[, FU (x) = FX(x)FY (x) =
k2(k + 1)2

n2(n + 1)2
. On en déduit que P (U = k) = FU (k) −

FU (k − 1) =
k2(k + 1)2

n2(n + 1)2
− (k − 1)2k2

n2(n + 1)2
=

k2((k + 1)2 − (k − 1)2)

n2(n + 1)2
=

k2 × 4k

n2(n + 1)2
=

4k3

n2(n + 1)2
.

Exercice 5 (***)

1. L’évènement X2 = 1 signifie qu’on tire au deuxième tirage une boule différente de celle tirée au

premier, ce qui se produit avec une probabilité
n

n + 1
. On en déduit que X2 ∼ B

(
1,

n

n + 1

)
.

2. De même Xi = 1, si chacun des i − 1 premiers tirages a donné une boule différente de Xi, ce

qui se produit avec probabilité
n

n + 1
pour chacun, donc Xi ∼ B

(
n

n + 1

)i−1
.
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3. On a Xi = 1 et Xj = 1, si les tirages i et j donnent des résultats différents (probabilité
n

n + 1
),

si chacun des i− 1 premiers tirages est différent du i-ème et du j-ème (proba
n− 1

n + 1
, i− 1 fois)

et si chacun des tirages entre le i-ème et le j-ème est différent du j-ème (proba
n

n + 1
, j− i− 1

fois), soit une probabilité globale de
(

n

n + 1

)j−i(n− 1

n + 1

)i−1
=

(n− 1)i−1nj−i

(n + 1)j−1
.

4. SiXi etXj sont deux lois de Bernoulli,XiXj est aussi une loi de Bernoulli, dont le paramètre est
la valeur calculée à la question précédente (puisqu’avoir XiXj = 1 équivaut à (Xi = 1)∩ (Xj =
1)).

5. La formule donnant P ((Xi = 1) ∩ (Xj = 1)) n’est manifestement pas égale au produit de
P (Xi = 1) par P (Xj = 1). Les deux variables ne sont donc pas indépendantes.

6. On a tout simplement Zp =

p∑
i=1

Xi.

7. On en déduit queE(Zp) =

p∑
i=1

E(Xi) =

p∑
i=1

(
n

n + 1

)i−1
=

1−
(

n
n+1

)p
1− n

n+1

= (n+1)

(
1−

(
n

n + 1

)p)
.

Lorsque p tend vers l’infini, comme
(

n

n + 1

)p

est une suite géométrique de raison strictement

inférieure à 1 tendant donc vers 0, cette espérance a pour limite n+1. C’est tout à fait logique,
quand le nombre de boules tirées tend vers l’infini, on s’attend à tirer toutes les boules de
l’urne, soit n + 1 boules différentes.

Exercice 6 (***)

Commençons donc par le cas particulier où n = 3, ce qui permet encore de présenter sous forme
de tableau. Les trois tableaux correspondent respectivement à Z = 1, Z = 2 et Z = 3. Il y a 27
tirages possibles au total, se répartissant comme suit :

Y \X 1 2 3

1 1
27

3
27

3
27

2 0 3
27

6
27

3 0 0 3
27

Y \X 1 2 3

1 0 0 0

2 0 1
27

3
27

3 0 0 3
27

Y \X 1 2 3

1 0 0 0

2 0 0 0

3 0 0 1
27

Pour obtenir les trois marginales, il faut dans le cas de Z faire la somme tableau par tableau, et dans
le cas de X et de Y faire les sommes par lignes et par colonnes, en ajoutant les résultats des trois
tableaux. On obtient :

1 2 3

X 1
27

7
27

19
27

Y 7
27

13
27

7
27

Z 19
27

7
27

1
27
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Dans le cas général, c’est un peu plus formel mais pas beaucoup plus compliqué. Soient (i, j, k)

trois entiers inférieurs à n. Si i > j > k, on a P ((X = i) ∩ (Y = j) ∩ (Z = k)) =
6

n3
(il y a

n3 tirages au total, et 6 favorables„ le nombre de permutations possibles des trois résultats). Si

i = j > k ou i > j = k, on a P ((X = i) ∩ (Y = j) ∩ (Z = k)) =
3

n3
, si i = j = k, on a

P ((X = i)∩ (Y = j)∩ (Z = k)) =
1

n3
, et le reste du temps P ((X = i)∩ (Y = j)∩ (Z = k)) = 0 (tous

ces cas sont déjà présents dans le cas n = 3). On en déduit par la formule des probabilités totales que

P (Z = k) =
n∑

j=k

n∑
i=j

P ((X = i)∩ (Y = j)∩ (Z = k)) =
1

n3
+ (n−k)

3

n3
+

n∑
j=k+1

n∑
i=j

P ((X = i)∩ (Y =

j)∩ (Z = k)) =
1

n3
+ 3

n− k

n3
+

n∑
j=k+1

3

n3
+ 6

n− j

n3
=

1

n3
(1 + 6(n−k) + 3(n−k−1)(n−k)). La loi de

X est symétrique de celle de Z : P (X = k) = P (Z = n+ 1−k) =
1

n3
(1 + 6(k−1) + 3(k−2)(k−1)).

Enfin, P (Y = j) =
n∑

i=j

j∑
k=1

P ((X = i) ∩ (Y = j) ∩ (Z = k)) =
1

n3
+ (n − 1)

3

n3
+

n∑
i=j+1

j−1∑
k=1

6

n3
=

1

n3
(1 + 3(n− 1) + 6(j − 1)(n− j)). Vous pouvez vérifier que les formules marchent pour n = 3, voire

pour n = 4 si vous êtes motivés.

Exercice 7 (EDHEC 99) (**)

1. (a) Puisque les deux variables sont indépendantes, P ((X = i) ∩ (Y = j)) =
1

n
× 1

n
=

1

n2
.

(b) Si k 6 n + 1, P (X + Y = k) =
i=n∑
i=1

P ((X = i) ∩ (Y = k − i)). Mais si on veut avoir

1 6 k−i 6 n, on devra choisir des valeurs de i vérifiant i 6 k−1 (on aura toujours k−i 6 n

si k 6 n + 1), donc P (X + Y = k) =

k−1∑
i=1

P ((X = i) ∩ (Y = k − i)) =

k−1∑
i=1

1

n2
=

k − 1

n2
.

(c) Si k > n + 1, on doit de même se restreindre pour avoir cette fois k − i 6 n, ce qui

impose i > k − n, donc P (X + Y = k) =
n∑

i=k−n
P ((X = i) ∩ (Y = k − i)) =

n∑
i=k−n

1

n2
=

n− (k − n) + 1

n2
=

2n− k + 1

n2
.

2. Les variables X + Y et Z sont indépendantes, on a donc P (X + Y = Z) =

n∑
k=2

P (X + Y =

k)× P (Z = k) =

n∑
k=2

k − 1

n2
× 1

n
=

1

n3

n∑
k=2

k − 1 =
(n− 1)n

2n3
=

n− 1

2n2
.

3. (a) P (T = k) = P (n + 1 − Z = k) = P (Z = n + 1 − k) =
1

n
pour 1 6 n + 1 − k 6 n,

c’est-à-dire pour 1 6 k 6 n. La variable aléatoire T a bien la même loi que Z.

(b) On en déduit que P (X + Y + Z = n + 1) = P (X + Y = n + 1 − Z) = P (X + Y = T ).
Comme Z et T suivent la même loi, cette probabilité est la même que celle calculée un

peu plus haut :
n− 1

2n2
.
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Exercice 8 (**)

1. C’est une loi géométrique de paramètre p =
1

2
.

2. Soient i et j deux entiers supérieurs ou égaux à 1. Si i > j, on aura bien sûr P ((X = i)∩ (Y =
j)) = 0 (le deuxième Pile ne peut pas apparaitre avant le premier !). Si i < j, un seul tirage
permet d’obtenir X = i et Y = j : celui constitué de i − 1 Face, puis le premier Pile, puis
une nouvelle série de Face entre les tirages i et j, et enfin le deuxième Pile. On impose donc le

résultat des j premiers lancers de la série, ce qui donne P ((X = i) ∩ (Y = j)) =
1

2j
.

3. Par la formule des probabilités totales, ∀j > 2 (Y prend nécessairement des valeurs supérieurs

ou égales à 2), P (Y = j) =

+∞∑
i=1

P ((X = i) ∩ (Y = j)) =

i=j−1∑
i=1

1

2j
=

j − 1

2j
.

4. On a tout simplement ∀i < j PY=j(X = i) =
P ((X = i) ∩ (Y = j))

P (Y = j)
=

1

j − 1
. Autrement dit,

si on connait le rang du deuxième Pile, la loi du premier est uniforme sur les tirages précédents.

5. Il faut calculer PX=n(Y − n = k) = PX=n(Y = n + k). Cette probabilité est non nulle pour

tout entier k > 1 et vaut
P ((X = n) ∩ (Y = n + k))

P (X = n)
=

1

2n+k
× 2n =

1

2k
. Autrement dit, Y −n

suit une loi géométrique de paramètre
1

2
quand elle est conditionnée par X = n. C’est tout

à fait logique : le temps d’attente du deuxième Pile à partir du lancer suivant le premier Pile
suit la même loi que le temps d’attente du premier Pile.

Exercice 9 (***)

1. Commençons par déterminer l’allure de la fonction de répartition d’une loi géométrique : ∀k >

1, ∀x ∈ [k, k + 1[, FX(x) = FY (x) =
i=k∑
i=1

P (X = i) =
i=k∑
i=1

p(1− p)i−1 = p× 1− (1− p)k

1− (1− p)
= 1−

(1−p)k. On en déduit la fonction de répartition de U : ∀k > 1, ∀x ∈ [k, k+1[, FU (x) = (1−qk)2

(en posant comme d’habitude q = 1− p), ce dont on déduit que ∀k > 1, P (U = k) = FU (k)−
FU (k−1) = (1−qk)2−(1−qk−1)2 = (2−qk−qk−1)(qk−1−qk) = pqk−1(2−qk−qk−1). Pour V ,
c’est curieusement plus facile : (1−FX(x))(1−FY (x)) = qk× qk = q2k, donc FV (x) = 1− q2k,
puis P (V = k) = (1− q2k)− (1− q2k−2) = q2k−2(1− q2). Autrement dit, V ∼ G(1− q2).

2. Un peu de motivation : E(U) =

+∞∑
k=1

2kpqk−1−kpq2k−1−kpq2k−2 = 2p

+∞∑
k=1

kqk−1−pq
+∞∑
k=1

k(q2)k−1−

p

+∞∑
k=0

k(q2)k−1 =
2p

(1− q)2
− p(q + 1)

(1− q2)2
=

2(1− q)

(1− q)2
− 1− q2

(1− q2)2
=

2

1− q
− 1

1− q2
.

3. Par un calcul direct, puisque V suit une loi géométrique, E(V ) =
1

1− q2
. Sinon, on peut

aussi utiliser que U + V = X + Y , d’où par linéarité E(V ) = E(X) + E(Y ) − E(U) =
2

p
− 2

1− q
+

1

1− q2
=

1

1− q2
. Remarquons qu’il est en fait infiniment plus simple de calculer

d’abord l’espérance de V puisqu’on reconnait une loi classique, puis d’en déduire celle de U
par linéarité.

Exercice 10 (***) (EM Lyon 2010)

1. C’est du cours : ∀k > 1, P (X1 = k) = pqk−1 ; E(X1) =
1

p
et V (X1) =

q

p2
.
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2. On a ∆ = 0 si X1 = X2, ce qui donne P (∆ = 0) = P (X1 = X2) =
+∞∑
k=1

P ((X1 = k) ∩ (X2 =

k)). Par indépendance de X1 et X2, P (∆ = 0) =
+∞∑
k=1

(pqk−1)2 = p2
+∞∑
k=1

(q2)k−1 =
p2

1− q2
=

p2

(1− q)(1 + q)
=

p

1 + q
.

3. (a) C’est le même principe que pour la loi d’une somme de variable aléatoire. Pour avoir
X2−X1 = n, il faut que X1 prenne une certaine valeur k, et que X2 soit égale à n+X1 =
n + k. On fait l’union de toutes ces possibilités (disjointes), ce qui donne P (X2 −X1 =

n) =
+∞∑
k=1

P ((X1 = k)∩(X2 = n+k)) =
+∞∑
k=1

P (X1 = k)×P (X2 = n+k) par indépendance

des variables aléatoires. Les plus observateurs me feront remarquer qu’on demandait la
probabilité P (X1 −X2 = n) et pas P (X2 −X1) = n, mais ça ne change absolument rien
puisque X1 et X2 ont les mêmes lois.

(b) Calculons déjà la somme précédente :
+∞∑
k=1

P (X1 = k)×P (X2 = n+k) =

+∞∑
k=1

pqk−1pqn+k+1 =

p2
+∞∑
k=1

qn+2k−2 = p2qn
+∞∑
k=1

(q2)k−1 = p2qn
+∞∑
k=0

(q2)k =
p2qn

1− q2
=

p2qn

(1− q)(1 + q)
=

pqn

1 + q
. Il

reste à multiplier cette probabilité par 2 pour obtenir P (∆ = n), qui est l’union des deux
événements incompatibles et de même probabilité (X1 −X2 = n) et (X2 −X1 = n).

4. (a) Sous réserve de convergence,E(∆) =
+∞∑
n=1

nP (∆ = n) = 2
pq

1 + q

+∞∑
k=1

nqn−1 =
2pq

(1 + q)(1− q)2
=

2q

1− q2
.

(b) Développons : E((X2 −X1)
2) = E(X2

2 − 2X1X2 + X2
1 ) = E(X2

1 ) + E(X2
2 )− 2E(X1X2).

Comme X1 et X2 sont indépendantes de même loi, on peut écrire E((X2 − X1)
2) =

2E(X2
1 ) − 2E(X1)

2 = 2V (X1) via König-Huygens. Or, ∆2 = |X2 −X1|2 = (X1 −X2)
2,

donc ∆2 admet une espérance et E(∆2) = 2V (X1) =
2q

p2
. On en déduit que ∆ admet

une variance, et via König-Huygens, que V (∆) = E(∆2) − E(∆)2 =
2q

p2
− 4q2

(1 + q)2
=

2q(1 + 2q + q2 − 2q)

p2(1 + q)2
=

2q(1 + q2)

p2(1 + q)2
.

5. En effet, A revient à dire que le troisième client est resté au guichet plus longtemps que le
deuxième client à avoir fini entre C1 et C2. Le troisième client aura fini son opération après un
temps égal à X3 + min(X1, X2), et le plus lent des deux autres après un temps max(X1, X2).
Il faut donc avoir X3 > max(X1, X2)−min(X1, X2), c’est-à-dire X3 > |X1 −X2|.

6. (a) C’est évident au vu de la question précédente, en utilisant l’indépendance de ∆ et de X3.
(b) Rappelons que P (X3 > k) = qk puisqu’une loi géométrique prendra une valeur strictement

supérieure à k si l’expérience dont on attend la réalisation a échoué lors des k premiers
essais, ce qui se produit avec une probabilité qk. On en déduit (attention à séparer le cas

correspondant à la valeur 0) que P (A) = P (∆ = 0)×P (X3) > 0+

+∞∑
k=1

P (∆ = k)×P (X3 >

n) =
p

1 + q
× 1 +

+∞∑
k=1

2pqk

1 + q
qk =

p

1 + q
+

2pq2

1 + q

+∞∑
k=1

(q2)k−1 =
p

1 + q
+

2pq2

1 + q
× 1

1− q2
=

p

1 + q

(
1 +

2q2

1− q2

)
=

p

1 + q
× 1 + q2

(1− q)(1 + q)
=

1 + q2

(1 + q)2
.
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