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Ce problème est la suite du deuxième problème de votre épreuve d’analyse de concours blanc
(celle avec l’étude de suites récurrentes faisant intervenir la fonction f(x) = ea(x−1). Il est donc
normal que ce problème no contienne qu’une partie II, et la partie I à laquelle il est fait référence à
un moment est le problème du concours blanc. On rappelle qu’on y a prouvé que les suites récurrentes
en question convergeaient toujours, vers 1 lorsque a 6 1, et vers une valeur La décroissante si a > 1.
L’énoncé donnait également les valeurs L2 ' 0, 2 et L4 ' 0, 02.

Partie II

Dans cette partie, le temps se déroule comme une succession d’instants 0, 1, 2, 3, . . ., n, . . . et l’on
considère un guichet auquel peut se présenter au plus un client dans un intervalle de temps [n−1, n[,
c’est à dire entre deux instants consécutifs. On suppose qu’un premier client est au guichet à l’instant
0, et, pour tout entier n > 1, on désigne par Bn la variable aléatoire prenant la valeur 1 si un nouveau
client se présente au guichet entre les instants n− 1 et n, et 0 sinon. Ces variables aléatoires B1, B2,
. . ., Bn, . . . sont supposées indépendantes et prennent la valeur 1 avec la probabilité p ( 0 < p < 1).
On appelle durée de service d’un client au guichet le temps passé par l’employé du guichet à le servir
(une fois son attente dans la file achevée). Ainsi, si la durée de service du premier client est égale à
n, le guichet est libre pour le service du client suivant à partir de l’instant n. Les variables aléatoires
indiquant les durées de service au guichet des clients successifs sont supposées indépendantes et
suivent la même loi de Poisson de paramètre λ > 0. En particulier, on notera D la variable aléatoire
indiquant la durée de service au guichet du premier client. On convient d’appeler première vague de
clients l’ensemble de ceux arrivés au guichet pendant la durée de service du premier initial, puis, de
façon générale, on appelle (k + 1)ième vague de clients l’ensemble de ceux arrivés pendant la durée
de service des clients de la kième vague. On désigne alors par Nk le nombre aléatoire des clients de
la kième vague. Par convention, on pose N0 = 1 (la vague numéro 0 est constituée de l’unique client
présent au départ au guichet).

1. Loi de la variable aléatoire N1.
Étant donné un entier n, déterminer les probabilités conditionnelles PD=n(N1 = k), et en
déduire à l’aide de la formule des probabilités totales que N1 suit une loi de Poisson dont on
précisera le paramètre.

2. Probabilité pour que la file d’attente au guichet s’achève.

Dans toute la suite du problème, on convient de poser pk = P (Nk = 0).

(a) Prouver que l’évènement « la file d’attente au guichet s’achève au bout d’un temps fini »
est la réunion des évènements Nk = 0. Montrer que cette suite d’évènements (Nk = 0) est
croissante, et en déduire que la probabilité que la file se vide en un temps fini, notée L,
vaut L = lim

k→+∞
P (Nk = 0).

(b) Justifier que, ∀(j, k) ∈ N2, PN1=1(Nk+1 = 0) = P (Nk = 0) et PN1=j(Nk+1 = 0) =
P (Nk = 0)j .
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(c) En déduire l’expression de pk+1 en fonction de pk, préciser p0 et, à l’aide des résultats
de la partie I, la limite de la suite (pk) et la probabilité pour que la file d’attente au
guichet s’achève au bout d’un temps fini. On discutera et interprètera le résultat obtenu
en fonction des valeurs de λp.

(d) Déterminer les valeurs exactes ou approchées à 10−2 près des probabilités pour que la
file d’attente au guichet s’achève au bout d’un temps fini lorsque la durée moyenne de
service d’un client au guichet est égale à 1, 2, 4 ou 8 instants tandis que la probabilité
pour qu’un client se présente au guichet entre deux instants consécutifs donnés est égale
à 0, 5 d’abord, à 0, 25 ensuite.

3. Calcul de l’espérance E(Nk) de la variable aléatoire Nk.
On convient d’appeler espérance de la variable aléatoire Nk+1 conditionnée par l’évènement
Nk = i, et de noter ENk=i(Nk+1), l’espérance de Nk+1 lorsque la probabilité est la pro-
babilité conditionnelle sachant l’évènement Nk = i réalisé, autrement dit ENk=i(Nk+1) =
+∞∑
j=0

jPNk=i(Nk+1 = j).

(a) On suppose l’évènement Nk = i réalisé. Déterminer alors la loi de la durée de service de
ces i clients de la kième vague en distinguant les cas i = 0 et i > 1.
En déduire la loi de la variable aléatoire Nk+1 conditionnée par l’évènement Nk = i et
vérifier que ENk=i(Nk+1) = iλp.

(b) On suppose que l’espéranceE(Nk) existe. Établir que E(Nk) =
1

λp

+∞∑
i=0

P (Nk = i)ENk=i(Nk+1).

En admettant qu’il est alors licite de permuter les symboles
∑

dans le calcul, établir
l’existence de l’espérance E(Nk+1) et donner son expression en fonction de λ, p et de
l’espérance E(Nk).

(c) En déduire l’existence et l’expression de E(Nk).

(d) Déterminer l’espérance du nombre de clients qui se présentent au guichet jusqu’à ceux de
la nième vague incluse.

(e) Discuter et interpréter la limite de cette espérance quand n tend vers +∞ pour λp < 1.
Qu’obtient-on numériquement dans les cas évoqués au 2.d ?
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